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ETUDES SUR LE MAGN^TISHE, 

Par M. E. BOUTY, 

PROFBSSBUR DB PHTSIQUB AU LTG^B DB RBIMS. 



INTRODUCTION. 

II n'existe jusqu'ici aucune tbeorie complete des aimants. Malgr^ la 
simplicite relative des pb^nomfenes presentes par le fer doux, on ne 
saurait esperer d'expliquer ceux-ci a part, et T^tude des aimants 
d'acier est encore trop peu avancee pour fournir les elements d'une 
tbeorie physique satisFaisante. 

J'ai peos^ que, dans cette situation, il ne serait pas sans interet d'e- 
tudier experimentalement et de trfes-pr^s quelques-uns des phenom^nes 
les plus simples que presentent les aimants d'acier, tels que ceux qui 
accompagnent leur production, leur reunion ou leur separation. Ce 
travail est un premier essai dans cette voie. Les questions qui en font 
Tobjet, fort peu etudiees jusqu'ici, ofTriraient pourtant des verifications 
numeriques nombreuses k toute tbeorie exacte du magn^lisme, et cela 
sufBrait pour attacber un interet serieux aux recbercbes du genre de 
celles que nous avons entreprises. 

La plupart des etudes dont I'aimantation par les courants a ^te Tobjet 
se rapportent au fer doux. Lenz et Jacobi (*), Joule (^), Miiller ('), 

(') Lenz et Jacobi, Annates de Poggendorff, t. XLVU; 1839. 
(*) Joule, Philosophical Magazine [^\ t. 11; 1839. 
(') MiJLLBR, Annates de Poggendorff^ t. LXXIX et LXXXII; i85o-i85i. 
Armales de Vicole Normale. a* S^rie. Tome IV. 2 
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WiedemaDn (*) surtout, et plus r^cemment de Quintus-Icilius('), 
Stoletow (•) et Rowland (*) se sont pr^occupes de determiner les mo- 
ments magnetiques, soit temporaires, soit permanents, qu'un courant 
d'intensite donn^e d^veloppe dans un barreau place dans I'axe d'une 
spirale animee par le courant. Plusieurs d'entre ces physiciens traitent 
aussi subsidiairement la mdme question pour Tacier. Quant aux ph^no- 
mbnes accessoires qui accompagnent Taimantation , ils sont si nom- 
breux et si varies qu'ils constituent une mine vraiment inepuisable, et 
k laquelle, malgre de nombreux travaux, on a encore a peine touche. 
Nous nous bornerons k citer les M^moires qui ont le plus de rapport 
avec Tobjet de ce travail. 

Quetelet (') a etudi6 I'aimantation produite dans un barreau d'acier 
par la friction d'un aimant. II a ^tabli que Taimantation croit vers une 
certaine limite avec le nombre des frictions^ d'apres des lois precises 
sur lesquclles nous reviendrons par la suite. Herrmann (•) et Scholz ( ^), 
sous la direction de Frankenbeim ('), ont constate une augmentation 
analogue quand on approche un barreau d'acier du pole libre ou con- 
vert de papier d'un ^lectro-aimant, ou quand on introduit k plusieurs 
reprises un barreau d'acier dans une spirale traversie par un courant. 

Coulomb (*) et plus tard Lament (*^), dans leurs nombreuses etudes 
sur toutes les parties du magnetisme, ont enricbi la science d'observa- 
tions sur Tinfluence de la trempe sur le moment de saturation de 
Tacier, et sur les phinombnes qui accompagnent la reunion ou la se- 
paration des lames aimantees superposees. Yillari (**), et longtemps 



(') WiBOBMANN, Annates de Poggendorff, t. C, CVl et CXVU; i857-i86a. 

(*) Db Quintus Icilius, Ibid., t. CXXI; 1864. 

(') StoiKtovrf Philosophical Magazine; }dinsieT 1873. 

(*) Rowland, Find.; aoiit 1873. 

(^) QuiTBLBT, Annates de Chimie et de Physique^ %* s^rie, t. UII. 

(*) Hbrrmann, De natiirati magneiismo in Chaljhem inducendo quanio momenta sit 
tempos, Vratisl., i865. 

t" ) ScHOU, Quanti sit momenti tcmpus in magnetismo inducendo, certa quadamflmdi 
gatponici intensitate adhilHtn, Vratisl., i863. 

(•) FRANKBiNHBiM, Annates de Poggendorff, I. CXXUI. 

(• ) Coulomb, M^moires de t'Academie, passim. 

(**) Lamont, Magnetismus, 

( '*) ViLLABi, Annates de Poggpndorff; 1873. 
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auparavant Abria ('), ont fait quclques exp6riences sur la duree Ires- 
courte du phenomfene de raimantation. 

L'aimantation lemporaire de I'acier, observee pour la premiere fois 
par Mussehenbroek et OEpinus, a ete Tobjet de travaux interessanls de 
Poggendorff (^) et de Wiedemann ('). 

Mais Tetude la plus complete que nous possedions sur les aimanls 
d'acier se trouve dans les recents travaux de M. Jamin (*). Ces re- 
cherches, qu'il ne nous appartient pas d'apprecier ici, ouvrent aux 
physiciens une voie en quelque sorte toute nouvelle, et dans laquelle 
nous serious beureux d'avoir fait un pas. 



CHAPITRE I. 

■ tTHODBS DB MBSURE. 



La determination du moment magnetique d'un aimant s'opere le 
plus souvent a I'aide de Tune des deux metbodes indiquees ct appli- 
quees par Coulomb : la methode de la torsion et celle des oscillations. 
La premiere metbode s'applique surtout aux barreaux; la seconde 
s'etend aux petites aiguilles , mais perd beaucoup de sa precision 
quand les aimants sont de dimension tres-faible. 

Divers physicienst entre autres Wiedemann ('), ont calcule le mo- 
ment magnetique d'une aiguille aimantee, k Taide de la deviation qu'elle 
produit sur une aiguille aimantee trfes-courte, munie d'un miroir, et 
mobile autour d'un axe vertical. Ce precede est particulierement com- 
mode quand il s'agit de comparer les moments magnetiques d'une 
meme aiguille diversement aimantee, pourvu que les moments magne- 
tiques a comparer ne soient pas trop faibles. 

(' ) Abria, Annales de Chimie et de Physique^ V s^rie^ I. I. 

(*) PoGGBNDORFF, Annates de Poggendorffy t. XLV. 

(') WiEDBMANN, Gali'anismus, U II. 

(*) M. Jamin, Compies rendus de i'AcadSmie des Sciences, 1 873-1874. 

(^) Wibdbmann, Gahanismus, 
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Dans ce cas, I'aiguille A» dont on veut determiner le moment magn^- 
tique, se place a poste fixe dans une raiDure horizontale dont la direc- 
tion est sensiblement perpendiculaire au meridien magn^tique. La 
distance du centre de Taiguille A au centre de I'aiguille B deviee doit 
etre assez grande par rapport a la longueur de A pour eviter qu'un 
faible deplacement des poles de A» r^sultat d'une aimantation plus ou 
moins considerable, n'alt^re notablement les resultats. On pent choisir 
arbitrairement Tazimut de la ligne des centres de A et de B, et, pourvu 
que Taiguille A rcQoive la mSme position dans toutes les experiences, 
les deviations observees serpnt proportionnelles au moment qu'elle 
possede. Si Taiguille est reguliere, ainsi que nous le supposons, on pent 
la retourner bout pour bout dans sa rainure el prendre la moyeune 
•des deviations. 

J'ai employe tres-frequemment ce precede de mesure dans Tetude 
de Taimantation paries courants; mais le plus souvent, comme dans 
Tetude de la rupture, j'ai eu k mesurer le rapport des moments magne- 
tiques d'aiguilles de tres-petite dimension, de longueur et de diametre 
difierents. J'ai fait, usage alors d'une disposition parliculiere, que je 
vais decrire en detail. 

Principe de la mdthode. — Concevons un support rigide mobile autour 
d'un axe vertical. Fixons sur ce support : i^ une aiguille horizontale 
dont le moment magnetiqueM est connu; 2^ Taiguille dont on veut 




determiner le moment magn^lique x. Les deux aiguilles sont placees 
Tune au-dessus de Fautre, de telle fa^on que leurs axes soient rectan- 
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gulaires, et a une distance sutBsante pour que leur action reciproque 
n'altere pas la distribution du magnetisme dans chacune d'elles. 

Le systfeme ainsi forme prend, sous Tinfluence du magnetisme ter- 
restre, une position d'equiiibre determinee, et telle que Taxe magne- 
tique de Taiguille M {fig^ i) fasse, avec le plandu meridien magne- 
tique NSy un angle a determine par T^quation 

(i) ^ = Mtanga. 

Si le moment x est assez petit par rapport a M» Tangle ol pourra £tre 
determine par la methode optique de Poggendorff (*). A cet effet, le 
support des aiguilles porte un petit miroir argente vertical, dans lequel 
on observe, kl'aide d'une lunette, Timage d'une regie divisee horizon- 
tale, placee au-dessous et tres-pr^s de Tobjectif, et perpendiculaire \ 
Taxe optique de la lunette. 

On est libre de faire le moment M de Taiguille directrice aussi faible 
qu'on voudra. II en resulte qu'on pourra, par ce precede, mesurer le 
moment magnetique d*aiguilles tres-petiles, comparables par leurs 
dimensions a des grains de limaille. J'ai pu efTectuer des mesures 
relatives a des aiguilles de 2 millimetres de longueur et de 0™°*, 2 de 
diametre. 

Quand on veut se borner a comparer entre eux les moments magne- 
tiques a?« x' de plusieurs petites aiguilles, il n'est pas necessaire de 
connaitre le moment M de Taiguille directrice; on a en eflet, en desi- 
gnant par 0c, a' les deviations qu'elles produisent, 

X* __ tanga' 
X ~" langa 

et, k cause de la petitesse des angles a et a', 

JF^ __ tango' _ a^ __ lang2«' _ r^ 
* X ianga « "" tang 2 a "" n ' 

oil n et n' sont les deux lectures faites sur la regie, dont le zero est 
suppose dans le plan du meridien magnetique. 



(') PoGGBNDORPF, Mettiodc tier Spiegclablesung (Ann. Pogg., t. VH, 1826); employ^ 
par GdiUSS (Goiiinguc Gelehrte Anz,^ i833, n°* 2o5 k 207 ), ^ qui Ton en attribue le plus sou- 
vent rinvention. 
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AppareiL — Le support des aiguilles est un simple batonnet mince 
et l^ger en cire a cacheter dure et peu fusible. L'aiguille directrice AB 
{fig. n) est coUee au-dessous du batonnet » et un tube de verre tres- 
^troit T traverse le batonnet vers sa partie superieure, de telle sorte que 
son axesoit horizontal et perpendiculaire a Taxe de Taiguille directrice. 
Le systfeme est suspcndu par une pince ou par un crochet de cuivre a un 
seul 61 de cocon, et enferm^ dans une boite en bois, noircie a Tinte- 
rieur, et fermee en avant par une glace plane. Le iil de cocon passe 
par un trou pratique k la face superieure de la boite, et est saisi par 
une pince en laiton. Enfin un disque en cuivre rouge est place au- 
dessous et tr^s-prbs de Taiguilie directrice, dont il amortit les oscil- 
lations. 

Fig. a. 




—>*"'—■*-—*••*'''— 




Yoici les dimensions de Tun des appareils que j'ai employes : 

MguUlekJi j Longueur, o«,o6; 

^ I Diamitre, o»'»,2. 

Miroir M Diametre, o'",oo8. 

j^l,^ X I Longueur, o",o2; 

I Diametre, o™",5. 

Bdtonnet Prisme carr^ de o",oo4 de cdt6 et o*»,o5 de longueur. 
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La construction n'offrc aucune difliculte. La condition qu*on doit 
surtout chercher a realiser, c*est de rendre Taxe du tube T sensible- 
ment perpendiculaire a Taxe de I'aiguille AB. Pour cela on emploie 
un cercle de papier divise en degr^s; on pose au centre du cercle le 
batonnet, sous lequel on a deja colle I'aiguille AB, et Ton fait coincider 
Taxe de I'aiguille avec la ligne o-i8o^. On pose ensuite sur la face 
superieure du batonnet le tube T, dans Fint^rieur duquel on a mis 
un fil d'acier long et roide, et Ton dirige Taxe du tube de faQon que 
Toeil, plac^ sur le prolongement du batonnet, voie le fil d'acier se pro- 
jeler sur la ligne 90^-270®. II suffit alors d'approcher une allumette 
enflammee de la base du tube pour fondre leg^rement la cire et la 
fixer. On adapte enfin un autre morceau de cire qui se termine par la 
pince c. 

Quant au miroir, on le rend perpendiculaire a AB, en cherchant a 
placer I'image de AB sur le prolongement de sa direction. 

Installation. — L'installation de la lunette et de la rfegle se fait a la 
maniere ordinaire (*); la distance du miroir a la regie a ete choisie 
egale a 4 metres dans la plupart des experiences, et a 7 mbtres dans 
quelques-unes. 

Pour le reglage de Tappareil on ajoute, suivant le besoin, quelques 
gouttes de cire en avant ou en arriere de AB, de manifere k amener 
I'image de la regie dans le champ. La regie est suspendue par un sys- 
teme de cordons et de contre-poids, de maniere a pouvoir etre elevee 
ou abaissee k volonte par un simple mouvement de la main, et sans que 
I'oeil ait besoin de quitter I'oculaire de la lunette. 11 devient ainsi tres- 
facile, aprbs quelques tatonnements, d'amener le miroir M a Stre rigou- 
reusement vertical, et par suite le barreau AB, perpendiculaire au mi* 
roir, est lui-mSme horizontal. 

L'axe optique de la lunette sera normal au miroir quand I'image de 
I'objectif occupera le centre du champ. Quant aux autres conditions 
relatives a la regie, il suffit qu'elles soient remplies approximativement, 
et nous verrons par la suite comment on y parvient. 



(') Foir les Merits de Gauss et de Weber, ou bien Verdbt, Conferences de physique faites 
a V£cole Normale, 
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II est a remarquer que, quand on introduit une aiguille dans Taxe du 
tube T, on d^place en general d'une tr^s-petite quantity le centre de 
gravite du systeme suspendu ; mais il est facile de voir que ce depla- 
cement est sans influence sur les lectures. On pent en effet produire le 
deplacement correspondant du systeme suspendu par la combinaison 
de deux rotations : Tune autour d*un axe perpendiculaire au miroir, 
sans influence sur le phenom^ne de la reflexion; la seconde autour 
d*un axe horizontal parall^le au miroir, qui a pour efiet d'elever ou 
d'abaisser la normale au miroir dans un plan vertical , c'est-a-dire 
d'elever ou d'abaisser I'image de la regie. Get efiet perturbateur est 
d'ailleurs amene a son minimum par la disposition qui consfste a dis- 
poser le miroir parallelement a I'axe du tube dans lequel on place les 
afguilles. La rotation autour de Taxe de suspension, produite par Tin- 
Iroduction d'une aiguille aimantee, est due uniquement a Taction ter- 
restre, ainsi que nous Tavons suppose ci-dessus. 

Corrections et mode d' observation. — L'axe du tube T n'est jamais 
bien horizontal; mais, quand on se borne a des mesures relatives (nous 
verrons comment on y ramene les mesures absolues), il suflit qu'il ait 
toujours la meme inclinaison. II faut pour cela que le poidsdes aiguilles 
qu*on introduit dans le tube T soit trbs-faible par rapport au poids total 
de Tappareil. • 

Nous avons suppose que les plans verticaux qui contiennent Taxe 
du tube et Taxe de I'aiguille directrice sont rectangulaires. En general 

ces deux plans font entre eux un angle - — /3; la formule exacte qui 

remplacerait la formule (i) dans cette hypothese serait 

. sin a 

^ * cos(a4-p) 

OU, aux quantites pres du second ordre par rapport a p, 

(3) x = M tanga(i 4- ptanga). 

Si Ton retourne Taiguille bout pour bout dans le tube. Tangle des deux 
plans consideres devient ^ + p, et Ton a de meme, en designant par a! 



CI 

2 

la nouvelle deviation. 



(4) ^ = Mtanga'(i — ptanga'), 
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d'oUf ajoutant membre k membre (3) et (4) et remarquant que 
tanga — tanga' est extremement petit, on a, aux quantites pr^s du 
deuxibme ordre, 
(5) ^.^Mtang« -f-tapg«- ^ 

11 sufBra done de prendre la moyenne des deux observations pour cor- 
riger Teffet resultant de rimperfection de Tappareil (^). 

Nous supposons encore, dans ce qui precede , que le meridien ma- 
gnetique est invariable, ce qui n'est pas rigoureusement vrai; d'ailleurs 
notre appareil realise une veritable boussole des variations, et par con- 
sequent Terreur qui resulte des variations de la declinaison est une 
quantity appreciable dans les conditions oil nous sommes places. 

Sauf le cas de variations brusques et irr^gulibres, on eliminera sen- 
siblement cette cause d'erreur en faisant une troisi^me mesure, apres 
avoir ramene I'aiguille dans sa premiere position en la retournant bout 
pour bout. Si les observations ont ^te faites k intervalles a peu pr^ 
^gaux, on pourra prendre la moyenne des mesures i et 3, et la moyenne 
de celle-ci et de la mesure 2 nc sera pas sensiblement affect^e par la 
variation de la declinaison. Dans tons les cas, r^galit^ des nombres i 
et 3 sera une garantie de Texactitude de la mesure. 

Pour observer, on ^teint d'abord k la main les oscillations de Tap- 
pareil, afin d*abreger la duree de Fexp^rience. D*ailleurs, des que 
les oscillations ont une amplitude suf&samment petite, on observe 
les divisions n^ et n, de la regie correspondant au commencement et 
k la fin d^une oscillation, et la division n, correspondant k la fin 

11,4-/1, 

— ^ h n, 

de Toscillation suivante. La moyenne N = est observee a 

plusieurs reprises, et la position d'equilibre se trouve ainsi determinee 
avec une grande exactitude. 
Le nombre N doit encore subir une correction quand la deviation est 



(*) Les deux lectures n et n' correspondant aux deviations a et a' doivent diffiSrer fort 
pcu i'une de Tautre, si la rdglo est oxacteroent perpendiculairo h Taxo opiiquo dcla lunolle. 
On r6alisera done celto dernidre condition en faisant pivoter la roglo autoiir de bon rcntn;, 
etdans un plan horizontal, jusqu'a ce quo Ics deux lectures n et//' obtcnues avec unemdmo 
aiguille directe et renvers^e diffi&rent le moins possible Tune de Tautre. 

Annalei de Vtcole Normale, a« S^rie. Tome IV. 3 
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ua peu coDsiddrable, de telle sorte qu'on ne puisse pas confondre Fare 
avec sa tangeote. Pour operer la reductioD, on emploie une Table don- 
nant Ics valeurs de tanga quand tang^a est connu (*). Gonnaissant 
approximativemeot la distance de la rbgle au miroir, on dresse aise- 
ment un tableau donnant les valeuris reduites N| pour un grand nombre 
de valeurs de N. Pour les valeurs intermediaires on prend des parties 
proportionnelles. 

Les masses de fer, reparties a poste fixe dans le laboratoire oil Ton 
opere, sont sans influence sur les mesures, pourvu qu'elles ne soient 
pas trop rapprocb^es de I'appareil : elles ne font que modifier Tazimut 
d'equilibre que nous prenons pour notre m^ridien magn^tique. 

En somme, un intervalle d^une dizaine de minutes sufiit pour effec- 
tuer une bonne experience, et le r^sultat de plusieurs mesures succes- 
sives d'une meme aiguille fournit en general des nombres egaux a j^ 
pres de leur valeur. Du reste I'opcration devient si simple et si com- 
mode, quand on en a pris Tbabitude, qu*on pref^re employer cette me- 
tbode, meme dans les cas ou la metbode des oscillations fournirait de 
bons resultats. 

Comparaison de plusieurs appareits, et mesures ahsolues. — - On a sou- 
vent k comparer plusieurs appareils. On y parvient en effectuant la 
mesure du moment d*une mSme aiguille a Taide des deux appareils 
qu*on veut comparer. Une autre aiguille convenablement choisie, plus 
forte par exemple, permettra de comparer le deuxibme appareil k un 
troisibme, et ainsi de suite. 

On pent d'ailleurs transformer toutes les mesures relatives en me- 
sures absolues : il sufiit de determiner, par la metbode des oscillations, 
le moment magnetique d'une aiguille, et de le mesurer ensuite k I'aide 
de Tun des appareils compares. 

( ' ) Voir UBO table de ce genre dans Wibdimann, Galwmsmus, t. H, p. 207 (2' 6diik>D). 
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CHAPITRE IL 

SOR l'aIMANTATION par lbs GOURAIfTS. 



Article I. — Sur les extra-courunts . 

Une bobioe de fils conducteurs jouit de propriet^s magn6tiques tant 
qu'elle est travers^e par un courant. Pendant la periode d'^tablisse- 
ment du courant, la production de cet aimant absorbc une certaine 
quantite de travail, en outre de celui qui serait n^cessaire pour ^tablir 
le courant dans une resistance lineaire 6gale. Cette absorption de tra- 
vail est manifestSe en dehors de la bobine par Textra-courant inverse. 

Quand on interrompt le courant, la destruction de la propriete ma- 
gn^tique de la bobine restitue le travail absorbe par sa production. De 
Ik Fextra-courant direct, ^gal en quantite a Textra- courant inverse. 
L'experience enseignant que le premier est plus court en duree que le 
second, nous pouvons afBrmer que la propriete magnetique de la bo- 
bine se perd plus vite qu'elle ne se produit. 

Quand une bobine de fils conducteurs est munie d'un noyau de fer 
doux, les extra-courants conservent leur caract^re, mais augmentent 
beaucoup en intensite. Cet accroissement mesure le travail absorbe par 
Taimantation ou restitue par la desaimantation du fer doux. L'inegalit^ 
de duree des extra-courants nous autorise k afBrmer que la desaiman- 
tation du fer doux est plus rapide que Taimantation (^). 

L'analogie a amene les physiciens a considerer la bobine, qui donne 
naissance aux extra-courants, comme le siege de forces electromotrices 
temporaires, de memo sens que le courant principal, ou de sens con- 
traire; mais cette analogic n'autorise pas k identifier en tons points 



(') VitLARi [Annates de Poggendorff^ 1878) a d^termin^ directement le temps que le 
flint, substance diamagn^tique, met k acqu^rirou^perdreson pouvoir rotatoire'magn^tique, 
corrdlalif de son aimantation. II a trouv^ que la d^imantation est plus rapide que I'aiman- 
tation, et assigne k oelle-ci une dur^ de o%oo24 (sovt Journal de Physique^ 1. 11, p. 4aa). 
Ce travail est la seule determination exp^rimenlaleque je connaisse, relativement & la dur6e 
de Taimantation. 

3 
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rinterieur d*une bobine k celui d*un ^l^ment de pile, et par suite k 
coQsidercr les extra-courants comme ayant les memes effets au sein de 
la bobine et dans le reste du circuit. Nous verrons par la suite que 
les extra-courants sont sans effet magnetique au sein de la bobine dont 
ils emanent. 

Un condensateur C {fig. 3) plac6 dans un circuit voltaique sur une 
derivation est, comme une bobine, le si^ge de forces 61ectromotrices 
temporaires, lors de Touverture ou de la fermeture du circuit. Nous 
n'examinerons que les deux cas suivants : 

1^ Le condensateur C est plac£ sur une derivation sans resistance, 
sur laquelle on pratique les interruptions. Les points de bifurcation A 
et B sont au meme potentiel quand le courant passe , puisque la deri- 
vation est sans resistance, et par suite le condensateur n'est point 
charge. Quand le courant est interrompu, la difference du potentiel 
en A et B devient Sgale k la force eiectromotrice de la pile P. Ainsi le 

Fig. 3. 




condensateur se decharge pendant la periode d'etablissement du cou- 
rant et se charge lors de I'interruption, d'oii resultent dans le circuit 
principal BNPA un extra-courant inverse et un extra-courant direct. 

2^ Le condensateur C est place sur une derivation de resistance 
assez grande pour que celle du reste du circuit, y compris la pile, soit 
negligeable. L'interruption est pratiquee en N en dehors de la deriva- 
tion. Dans ce cas, les points de bifurcation sont au meme potentiel 
quand le courant est interrompu; mais, quand il passe, la difi*erence 
de leurs poteniiels est sensiblement egale k la force eiectromotrice. Les 
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extra-courants se produisent dans la derivation et avec le signe qui 
leur convient (inverses k la fermeture, directs k Touverture du circuit). 
Nous devons ajouter qu'au point de vue oil nous nous pla^ons une 
bobine tres-faible equivaut a un conducteur de capacite enorme. 

Article II. — Sur V aimantation de Vacier. 

Une aiguille d'acier recemment tremp6e est transport^e de Tinfini 
au sein d'une spirale animee par un courant, puis extraite de la spirale 
et transportee k Tinfini dans le sens oppos^. L'aiguille d*acier est atti- 
r^e dans la spirale, et, pendant I'introduction, le travail absorb^ par 
Taimantation de I'acier s*ajoute au travail des forces attractives deve- 
loppees entre la spirale et Taiguille. Ces deux effets de meme sens pro- 
duisent dans le fil, ext^rieurement k la bobine, un courant induit de 
sens contraire au courant principal. Quand on retire Taiguille de la 
bobine, le travail restitue par la perte de Taimantation temporaire 
s'ajoute au travail negatif des attractions, d'oii courant induit direct 
ext^rieurement a la bobine (^). 

Les considerations developp^es dans TArticle precedent pour les 
extra-courants s^appliquent aussi aux courants induits. II est probable 
que ces courants sont sans effet magn^tique dans la bobine dont ils 
emanent. Dans tons les cas, si Ton introduit ou si Ton extrait Taiguille 
tres-lentement, I'intensit^ des courants induits est tr^s-faible, et nous 
sommes autorises, tout au moins dans ce cas, ^ negliger leur efTet 
magnetique au sein de la bobine. On est done fonde a admettre que 
Taimantation emportee par une aiguille, qu*on passe une fois a la spi- 
rale, est du^ a la seule action du courant principal. 

I. Le circuit ne comprend qu'une pile k courant constant, et la bo- 
bine dans laquelle on aimante. 

i^ Si Taiguille est introduite et extraite lentement, et qu'on mesure 

' . 

( * ) Ce courant direct est ^gal en quantity au courant inverse ; d'oii cette proposition : Le 
travail absorb^ par la production de I'aimantation permanente est ^gal ^ Texc^ant du tra- 
vail des forces attractives, pendant I'extraction de Taimant hors do la spirale, sur le travail 
des mdmes forces pendant Tintroduction. L'aimantation permanente a done une origine m^- 
canique et n'emprunte rien au courant. 
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le moment magnetique permanent qu*elle a emporte* on reconnait que 
la repetition du passage accroit ce moment r^siduel. II tend, par des 
passages repetes, vers une limite At et le moment magndtiquey au 
bout de X passages est assez bien represente par la formule empirique 



(i) 



r = A ? 



od A — B represente le moment magnetique r^siduel aprfes le premier 
passage. On jugera du degr^ d'exactitude de la formule par les exem- 
pies suivants : 

Tableau I. — Aiguille de 2 millimttres de diamttre^ aimanUe 

par un iUment Grove, 



-^ 



NOMBRB 


MOMBNT MAGIftoQUB 




des passages 




DIPP^BBNCB. 


k la spiral c. 


observe. 


calculi. 




I 


5l,46 


5i,46 


0,00 


a 


54,55 


54,62 


- 0,07 


3 


55,43 


55,68 


— o,i5 


.4 


56,10 


56, 20 


— 0,10 


5 


55,95 


56, 5i 


— o,56 


10 


56,48 


57, i5 


- 0,67 


20 


57,68 


57,47 


-+- 0,21 


3o 


57,9a 


57,57 


-4- 0,35 


5o 


57,75 


57,68 


-+- 0,07 


A =57,78, B = 6,32. 



. 
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Tableau IL — Aiguille de i^^^S de diamdtre, aimaniie 

par un Aliment Bunsen, 



NOMBRE 


MOMENT MAGNiriQUB 


■ 

DIFFERENCE. 


des passages 






a la spirale. 


observe. 


calcule. 




I 


37, 5o 


37, 5o 


0,00 


2 


39,37 


39, 5i 


— 0,14 


3 


39,99 


40,18 


-- 0,19 


4 


40,47 


40,52 


— o,o5 


8 


41,09 


41,01 


-t- 0,08 


i6 


41, 52 


41,27 


-H 0,25 




A 4i,52, B— 4,02. 





Le curieux accroissement dont il est ici question a Hi deja observe 
par Herrmann et Scholz (*). Ces physiciens confondent h tort, dans 
leurs rechercheSy Teffet d'une spirale magnetisante et celui d'un aimant 
en fer a cheval, contre les poles duquel ils appliquent Taiguille k ai- 
manter. Dans le premier cas, en efTet, Taiguille, si elle est assez mince, 
pent etre consider^e comme placee dans un champ magn^tique d'in- 
tensile constante, ce qui n'a cerlainement pas lieu dans le second 
cas; et, comme il est impossible de placer Taiguille rigoureusement de 
la memo maniere dans un grand nombre d'experiences successives, la 
loi de I'accroissement se trouve masquee par un phenomene d*espfece 
differente. Aussi les auteurs n'ont-ils pu trouver de formule empirique 
propre & repr^senter les r^sultats de leurs experiences; mais, si Ton se 
borne aux nombres obtenus au moyen de la spirale magnetisante, on 
verra, par le tableau suivant, qu'ils concordent aussi bien que possible 
avec notre formule empirique (*) : , 



(*) Herrmann et Scholz, ioco citato. 

(') Les auteurs n'indiquent pas jquelle est la limite des erreurs (Inexperience dans lenr 
procM6 de mesure; mais il est certain qu'elles sont sap^rienres aux plus grandes differences 
de la colonne des observations et de celle do calcul. 

A Texception des trois experiences contenues dans ce tablean, les auteors se bomenl ^ 
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Tableau III. 



IfOMBRB 


PRBIII^RB 


AIGUILLB 


DBUXIBMB 


AIGUILLE 


TBOISIEMB 


AIGUILLB 


des 




" ■ 




^ - 


• 


- > 


passages 


obsenre. 


calculd. 


observe. 


calcule. 


obserte. 


calcule. 


I 


8,39 


8,39 


7,07 


7,07 


8,88 


8,88 


a 


9,34 


9,34 


8,17 


8,17 


9,76 


9,76 


3 


9,66 


9,66 


8,84 


8,54 


10,08 


9,99 


4 


9)71 


9,8a 


8,73 


8,72 


10,43 


10,24 


5 


9,90 


9,91 


9,i5 


8,83 


10,27 


10,29 


6 


a • • • 


• • • • 


• • • • 


• • • • 


10, 3i 


10, 3i 


00 


io,i5 


10,29 


9,32 


9,^7 


ii,o3 


10,64 



L'accroissemeat du momeot mago^tique par la repetition des pas- 
sages est independant de la duree de rimmersion, ainsi qu'Herrmaan 
et Scholz ravaient reconnu; il est essentiellement li^ a riatermittence 
de ractioQ du courant. II faut done admettre^ puisque les courants in- 
duits sont eux-memes sans effet sensible, que Tequilibre magnetique 
qui succ^de k Faction des courants modifie la distribution du magne- 
tisme dans un sens teU qu'une deuxi^me application de la meme force» 
agissant dans les memos conditions, pent ajouter au magnetisme total 
et r^siduel (*). 

2^ Trois autres precedes peuvent etre employes pour aimanter une 
aiguille d*acier dans une bobine : 



robservation des moments magn^tiques correspondant aux passages'! , 2 etoo. L'applica- 
tion de la formule empirique fournit le troisidme nombre au moyen des deux premiers avec 
une approximation suffisante, chaque fois que I'aimantation a ^t^ obtenue par la spirale. 
Dans le cas contraire, le troisi^me nombre calculi est trte-notablement inf^rieur au nombre 
observe. 

Les auteurs trouvent que le degr6 de trempe, la longueur des aiguilles et la dur6e des im- 
mersions sont sans inQuence sur les r^sultats. 

(* ) On doit rapprocher le fait que nous signalons du fait connu que Taimantation perma- 
nente, produito par un courant A, devient plus considerable quand Taiguille a M soumise, 
aprds son almantation, k Taction d*un courant B plus faible ot de sens contraire. Si Ton fait 
tendre B vers o, le ph^nomene persiste encore, et cela n'a rien de surprenant puisqu*une 
d^imantation partielle ( correspondant k la perte du magnetisme temporaire) est la conse- 
quence de la cessation du courant A. 
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a. On introduit l*aiguille» on etablit le courant, et Ton retire I'ai- 
guille lenlement (^tablissement). 

b. On introduit lentement Taiguille, le courant passant; on inter- 
rompt le couraDt, et Ton retire I'aiguille (interruption). 

c. On introduit Taiguille, on Etablit et Ton interrompt le courant; 
on retire Taiguille (decharge disruptive). 

La repetition de chacun de ces procedes fournit une augmentation 
du magnetisme de Taiguille, et, pourvu que toutes les operations efTec- 
tuees soient de meme cspece et faites dans des conditions identiques, 
les' resultats de Texp^ricnce sont bien representes par une formule hy- 
perbolique telle que la formule (i); la limite A parait etre la meme 
pour les passages et les interruptions, mais plus faible pour les ^tablis- 
sements : 

Tableau IV. — Aiguille de i millimetres de diam^lre, aimanUe 

par un Mmejit Grove. 



NOMBHE 
des 


MOMENT M 


AGN^IQUB 




"^" 


DIFFERENCE. 


etablissements. 


obsPFTe. 


calciilu. 




I 


5o,56 


5o,5G 


0,00 


a 


52, 8i 


52, 81 


0,00 


3 


53, 5o 


53,56 


— 0,06 


4 


53,83 


53,93 


— 0,10 


5 


54, a5 


54,10 


-+- 0,09 


G 


54,18 


54, 3i 


— o,i3 


10 


54,75 


54,61 


-f- 0,14 



A = 55,06, B = 4i5o. 



Apres le dixiemc passage, des interruptions ayant ete produites par 
megarde, le moment de I'aiguille s*est eleve subitement a 55,96 et n'a 
pas depasse cette limite par cinquante etablissemcnts. Dix passages k 
la spirale ontalors eleve le moment magnetiquek 57,56, et vingtnou- 
veaux passages k 57,88. 

Annales de Vtcole Kormale. a« S^rie. Tome IV. 4 
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Tableau V. — Jiguille de a millimetres de diamdtre, aimantie 

par un iUment Grove, 



NOMBRB 

des 
interruptions. 


MOMBNT MAQIftoQUE 


DIPFiRBNCE. 

• 


observe. 


calcuU. 


1 

2 

32 


53, i5 
55,93 
58,73 


53, i5 
55,93 
58,55 


o,oo 

o,oo 

-H o,i8 



Trente passages a la spirale n'ont pas ^leve notablement le moment 
magnetique de cette aiguille (*). 

Les resullats obtenus par les decharges disruptives sont moins r^gu- 
liers que les precedents, quoique la formule empirique les represente 
encore. Les irregularites tiennent sans doute ^ la difficulte d*operer ces 
decharges dans des conditions parfaitement identiques. 

Les experiences qui precedent etablissent deja que les extra-courants 
sont sans action magnetique ausein de la bobine qui les produit. S*il en 
etait aulrement, Tinterruplion serait un proc^de d*aimantalion plus 
elBcace que le passage a la spirale. Or on n'a jamais observe d*augmen- 
tationdu moment magnetique, quandon asoumisa des interruptions re- 
pet^es du circuit les aiguilles aimantees par un grand nombre de passages. 

II. Le circuit comprend, outre la pile, deux bobines P et Q. 

Les phenomfenes observes pour les passages lents sont les memes que 
dans le cas d'uue seule bobine; mais Teffet des extra-courants com- 
plique les ph^nomenes de Tinterruption. Supposons la bobine P beau- 
coup plus puissante que Q. Si les deux bobines sont placees Tune ^ la 
suite de Tautre, deux aiguilles p ^iq aimantees chacune dans la bobine 
correspondante, k la limite relative aux passages, acquierent un moment 



(') Les deux experiences qui pr6c6denl ont ^t^ faites immMiatement apr^celies du ta- 
bleau I, avec des aiguilles presque identiques, et au sein de la m^me spirale. 

Les ^tablissements et les interruptions s'effectuent au moyen d'une coupelle k mercure 
dans laquelle plongent les extr6mitte des fils conducteurs. 
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magn^tique plus considerable par les iaterruptions; mais Taugmenta- 
tioD relative est beaucoup plus forte dans la bobine la plus faible. 
Exemple : 

Tableau VI. — Aiguilles de 1/^2 millimetres de long et de 2 millimetres 

de diamdtre. 



AIGUILLE p. 


AIGUILLE q. 


Premier passage i7)5i 

Deuxi^me passage 18,211 

Vingtl^me passage 18,70 

21 interruptions 18,91 


Premier passage 3 ,22 

Deuxi^me uassaee 3 ,63 


Vingti^roe passage 4)^5 

21 interruptions 5 ,61 



L'aimantatioD limite correspoodant aux passages, d'apres les deux 
premieres observations de chaque colonne, serait, d'apres notre for- 
mule empirique, 18,61 pour Taiguille /? et 49^4 pour Taiguille q. 
L'augmentation du moment magnetique produite par les interruptions 
est, pour Taiguille p, 0,21 en valeur absolue, et environ ^ en valeur 
relative; pour I'aiguille y, 1,46 et ^. 

Ainsi, conformement aux observations presentees plus haut, I'extra- 
courant provenant de P est sensible dans Q, celui de Q dans P; mais 
Teffet magnetique de cbacun de ces extra-courants est nul dans la 
bobine d*ou il imane. 

Si les bobines P et Q sont placees en derivation Tune par rapport a 
I'autre, Textra-courant direct de chaque bobine traverse I'autre en sens 
contraire du courant de la pile. Dans ce cas, I'experience montre que 
les interruptions provoquent une diminution du moment magnetique, 
et les etablisscments une augmentation, ainsi qu'on pouvait le prevoir 
d'apres ce qui precede. ' 

III. Le circuit comprend une bobine et un condensateur. 

Ce cas est realist dans la bobine de Ruhmkorff de la mani^re sui- 
vante : le condensateur C est etabli sur une derivation sans resistance, 
sur laquelle on pratique les interruptions (Jig. 4)- On peut aussi placer 
la bobine B sur la derivation, et produire Tinterruption en un point du 

4. 
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circuit principal {fig. 5). Dans chacune de ces dispositions le conden- 
sateur forme avec la bobine un circuit ferme lors de Tinlerruption, soil 
directemenl, soil par Tintermediaire de la pile. II n'en serait pas de 
meme si I'interruption etait pratiquee sur le circuit principal avec la 
disposition de h Jig* 4 ou sur la derivation dans le cas de \^ fig* 5. 



Fig. 4 



Fig. 5. 





Ces deux dernieres dispositions sont vaines, ainsi que Ta montre Tex- 
perience; mais, si Ton emploie Tune des premieres, on observe que 
rinterruption du circuit produit une diminution du moment magne- 
tique des aiguilles aimantees par des passages. 

L'efTet observe ne pent etre attribuS aux extra-courants du conden- 
sateur, car ceux-ci agissent en sens contraire du resultat obtenu; le 
condensateur employe (*) se comporte, au point de vue de la produc- 
tion des extra-courants, comme une bobine de puissance n^ligeable. 

Mais on doit remarquer que Tintensite de I'extra-courant de la bo- 
bine est superieure a celle du courant principal. L'extra-courant direct 
charge forlement le condensateur qui, par suite, doit se d^charger apres 
que Fextra-courant acesse. La bobine re^oit Binsi par rdjlexion Texlra- 
courant qu*elle produit, et celui-ci la traverse en sens contraire du 
courant principal. L'effet r^flexe, pour un condensateur donn^, est 
d'autant plus puissant que la bobine employee est elle-meme plus forte, 
et I'experience montre qu'avec une bobine tr^s-faible l'effet de I'inter- 
ruption disparail. 

( ') Geiui d*une bobine de Ruhmkorff dont la distance explosive est de 3 centimetres. 
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IV. Aimantation par les courants induits, — On n*a etudi^ que le cas 
suivant : 

Quand le circuit comprend deux bobines, Tintroduction lente d'un 
noyau de fer doux dans Tune d'elles oo son extraction est sans eflet sur 
le magn^tisme d*une aiguille placee dans I'autre bobine. 

Mais si Ton introduit lentement le noyau de fer doux et qu*on le 
retire brusquement, le courant induit direct augmente le moment ma- 
gnetique de Taiguille placee dans la seconde bobine. La repetition de 
la meme operation fait tendre le moment de I'aiguille vers uue limite 
dont il se rapprochc tres-rapidement. La formule 



(2) 



j= A-f-B(i — e-^)^ 



oil A, B et a sont des constantes, parait tres-bien convenir a la repre- 
sentation du moment magnetique y apres x passages. Le tableau sui 
vant permettra d'apprecier le degre d'exaCtitude de la formule : 





Tableau VIL 






NOMBRE 

des courants 

iDiluits directs. 


MOMENT MAGN^IQUB 




DIFFERENCE. 


observe. 


calculc. 




I 
2 

3 

4 

! 8 
i 16 

1 


71,55 
75,30 

78,55 

80, 5o 
80,80 
81, o5 
81, o5 


71,55 
75,55 
78,53 

79)'-»o 
80, o3 

80,92 

81, o3 


0,00 
— 0,25 

■+- o,o3 

-H 0,70 
-t- 0,77 

-+- o,i3 
-f- 0,02 


A = 


= 71,55, B-9,5o, loge-- 


I ,7626391. 



Les differences entre le calcul et Tobservation sont un pen plus con- 
siderables dans ce tableau que dans les precedents; mais il faut tenir 
compte de la ditficulte de retirer le fer doux avec la main d*une maniere 
toujours identique^ pour produire des courants induits de meme in- 



3o BOUTY. 

tensity. Eu ^gard k cette consideration, I'accord est satisfaisant. Au 
contraire, les formules hyperboliques ne se pretent pas du tout a repre- 
senter les experiences de ce genre : elles correspondent a un accroisse- 
ment bien plus lent, sensible encore apres vingt operations de la meme 
espece, tandis qu*ici Taccroissement cesse d'etre appreciable apres sept 
ou huit operations. 
Quetelet represenle par une formule de la forme 

(3) y=zB{i-e-^) 

le moment magnetique acquis par un barreau d'acier, aimante par une, 
deux,..., X frictions. Cette formule represente aussi, comme on yient 
de le voir, Taccroissement du moment magnetique d'une aiguille opere 
par des courants induits egaux. Elle ne convient pas pour Taccroisse- 
ment produit par les intermitteaces d'un meme courant continu, agis- 
sant sur une aiguille vierge de toute aimantation anterieure. Une theo- 
rie complMe du magnetisme devrait rendre comple de cette difference. 

Pour eviter les intermittences du courant principal dans I'experience 
qui precede, on a du placer Taiguille a poste fixe dans sa spirale, et 
mesurer son moment magnetique total a Taide de la methode des de- 
viations. Les variations observees se rapportent au magnetisme perma- 
nent, qui pent seul etre altere par le passage des courants induits. 

On a reconnu que les courants induits, produits par Tarrachement du 
contact d'un eiectro-aimant place dans le circuit, produisent des effets 
absolument analogues. 

V. Effets des piles dont le courant n' est pas constant. — Si le courant 
de la pile employee n*est pas rigoureusement constant, Teffet de la po- 
larisation des electrodes modifie profondement les phenomenes. Les 
resultats qui suivent ont ete obtenus avec une pile au bichromate de 
potasse montee depuis plusieurs jours. 

Si le circuit ne comprend, en dehors de la pile, qu*une seule bobine, 
dans laquelle on introduit une aiguille aimantee par un grand nombre 
de passages, Tetablissement du courant accroit le moment magnetique 
d'une quantite plus ou moins considerable, souvent enorme : le cou- 
rant possede done, au moment de sa fermeture, une intensite beau- 
coup plus grande que celle qu*il conserve, un instant apres. Quand la 
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resistance de la spirale augmente, la polarisation est moins forte, et 
par suite Teffet propre de retablissement tend ^ disparaitre. 

Quant aux interruptions, elles n'ont pas d'effet bien marque sur les 
aiguilles, tout au moins tant que la resistance de la bobine n'est pas 
tres-forte; mais dans ce dernier cas, si Ton introduit dans la bobine 
une aiguille fortement aimantee, avec son pdle austral a gauche du 
courant principal, on obtient toujours, par Tinterruption, une diminu- 
tion du moment magnetique de Taiguille. Je pense que cet effet bizarre 
doit etre explique ainsi : Textra-courant direct de la bobine, sans efTet 
magnetique dans son int^rieur, augmente momentanement la polarisa- 
tion de la pile, d'oii courant de depolarisation tr^s-sensible a la suite de 
Tinterruption; ce courant desaimanle partiellement les aiguilles. On 
aurait done affaire ici k un effet r^flexe, analogue a celui du condensa- 
leur de la bobine de Ruhmkorff, quoique incomparablement plus faible. 

Si le circuit contient deux bobines P et Q, Tune tres-forte, Fautre 
tres-faible> Textra-courant direct de P et Taction reflexe de la pile se 
succedent dans Q et produisent un effet tres-singulier. L*interruption 
du circuit augmente beaucoup le moment magnetique d*une aiguille 
aimantee dans Q par un grand nombre de passages; mais la meme ope- 
ration diminue le moment magnetique d'une aiguille fortement aiman- 
tee, placee dans Q avec son p6le austral a gauche du courant princi- 
pal. Cet effet est beaucoup plus prononce quand P contient un noyau 
de fer doux. Exemple : 

Moment. 

Aiguille aimantee dans Q par des passages 1,16 

Interruptions 11,10 

Aiguille fortement aimantee 86,28 

interruptions 35, 4o 

Ainsi un meme courant instantane complexe aimante les aiguilles 
non aimantees, et d6saimante partiellement les aiguilles fortement 
aimantees. On reproduit aisement le meme fait par ralternalive d'un 
courant continu direct et d*un courant inverse plus faible. 

On voit que, dans certains cas, les aiguilles d'acier aimantees etnon 
aimantees permettent de faire Tanalyse d'un courant instantane com- 
plexe, et d'y reconnailre un changement de signe. 
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CHAPITRE III. 

SUR LA RUPTURB DBS AIGUILLES AIHANT^BS. 



On salt depuis bien longtemps que, quand on brise un aimant, les 
fragments obtenus jouisscnt des proprietes magnetiques; mais je ne 
erois pas qu'on se soit preoccupe jusqu*ici de determiner les lois pre- 
cises qui president a la formation des aimants de rupture. 

Dans Tacte de la rupture d'un aimant, nous distinguerons le fait de 
la separation des parties [avec ses consequences, telles qu'elles s'offri- 
raient dans le cas de la simple disjonction des memes parties juxta- 
posees (*), non soudees dans Taimant primitifj du fait mecanique de 
la rupture. Je me suis propose, en premier lieu, de determiner si ce 
fait mecanique modifie en quelque maniere Tetat magnetique des frag- 
ments. Voici les experiences que j*ai faites a ce sujet. 

Article I. — Effet propre de la rupture. 

On obtient une aiguille aimant^e reguliere en faisant passer une 
aiguille d*acier recemment trempee a travers une spirale animee par 
un courant. 

Si Ton vient k rompre cette aiguille par le milieu, apres son aiman- 
tation, deux cas peuvent se presenter : 

i^ Si I'aiguille est trempee assez dur pour se rompre entre les doigts 
comme du verre, les deux moities sont des aimants de meme moment 
magnetique, comme on defait s'y attendre par raison de symetrie. 

2^ Si Taiguille est trempee doux, de fagon a se flechir plusieurs fois 
en sens contraire avant de rompre, les deux moities possedent des 
moments magnetiques inegaux, d*une maniere en apparence arbitraire. 

II faut d'abord se rendre compte de cette diifigrence. 



(') Quand on r^unit deux inorceaux d*acier par deux faces planes ^gales, les parties en 
regard sont en r^alit^ s^par^s par une lame d'air dont I'^paisseur est tr^s-grandc par rap- 
port k la distance de deux mol^ules magnetiques. II s'agit ici de la juxtaposition parfaite, 
telle qu'elle a lieu entre les diverses parties d*un solide coherent. 
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Pour ceUt je prends unc aiguille faiblement tremp^e et r^guliere; 
je la saisis par le milieu entre deux lames de plomb, de mani^re que 
Tune des moili^s demeure immobile pendant la rupture, tandis que 
Tautre moitie, saisie a la main, est soumise a des flexions de sens con- 
traire jusqu'k ce que la rupture ait lieu. On constate que la moitie de 
I'aiguille soumise aux flexions possede un moment magn^tique infe- 
rieur k celui de la moiti^^inc^e, et d'autant plus que la rupture a 6te 
plus penible. 

Si Ton saisit une aiguille faiblement trempee de part et d*autre, et 
tr^s-pr^s de son milieu, ^ Taide de deux pinces, de manifere a n'int^ 
resser aux flexions qui precedent la rupture qu*une tranche tres-mince 
de part et d'autre du plan de separation, les deux moiti^s de Taiguille 
presentent des moments magn^tiques tr^s-voisins de Tegalit^. Ainsi la 
difference constat^e plus haut est due aux flexions qui precedent la 
rupture des aiguilles tremp^es doux. On sait d'ailleurs depuis long- 
temps que les actions mecaniques de ce genre, quand elles suivent Tai- 
mantation, diminuent le moment magn^tique des aiguilles qui y sont 
soumises. 

Dans le cas oil les aiguilles se rompei^t comme du verre, Tacte m^ca- 
nique de la rupture n'interesse de part et d'autre du plan de separation 
qu'une couche de molecules infiniment mince; on doit pr^sumer que 
Teffet d*une action m^canique de ce genre est un infiniment petit. J'ai 
constat^ que le moment magnetique d*un fragment ne depend, dans le 
cas de la trempe dure, ni du nombre ni du mode des ruptures par les- 
quelles il a kik detach^ de Taiguille m^re, ce qui serait bien dif- 
ficile k expliquer si Tacte de la rupture avait une influence propre 
appreciable. En un mot, dans aucune de mes experiences je n'ai eu 
Toccasion de constater un affalblissement du moment magnetique qui 
pAt etre attribu^ a cette influence. D'ailleurs des preuves plus con- 
cluantes encore se presenteront dans le courant de ce Chapitre. 

On s'est astreint, pour toutes les experiences qui suivent, k n'em- 
ployer que des aiguilles de trempe dure et k peu pr^s invariable. Elles 
ont ete obtenues en chauffant dans la flamme du gaz, aliment^e d*air 
par un soufflet, un fil d'acier rectiligne plus long que Taiguille k 
obtenir. On le plongeait au rouge vif dans une terrine remplie d*eau, 
puis on detachait les extr^mites du fil de manibre k ne conserver que la 

AmuUet de VteoU Iformaie, a* SMe. Tome IV. 5 
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portion moyenne^ dont la trempe est tr^s-r^gulifere. Les aiguilles obte- 
Dues avaient au plus i5o nnlliinbtres de longueur. 

Article II. — Rupture d* aiguilles cylindriques satarees , 
opirde perpendiculairement a Vaxe. 

Dans son Essai sur VappUcation de V Analyse mathematique aux 
theories de V dlectriciti et du magnStisme, Green (*) a deduit de Tliypo- 
these de la force coercitive la formule suivante, qui donne le moment 
magnetiquc y d'une aiguille de longueur x aimantec k saturation : 



(i) 



Dans celte formule A est une constante dependant seulement de la 

nature de Tacier, et ]3 une quantite de la forme - > B ^tant une deuxifcme 

coDstante. Le diametre des aiguilles est represente par a. 

Cette formule est conforme aux resultats des experiences de Cou- 
lomb ('). Je me suis propose de la verifier pour le cas particulier d'ai- 
guilles de tres-faible diametre et de tres-petite longueur. 

i^ Aiguilles de mime diametre. — Les aiguilles que Ton compare 
doivcnt recevoir une trempe identique. La rupture d'une aiguille cylin- 
drique saturee, bien regulicrc, fournit des aiguilles saturees dans cette 
condition. Elles sont saturees : car Taiguille primitive possede en cha- 
cun de scs points un magnelisme superieur a celui qui correspond a la 
saturation du fragment auquel elle appartient apres la rupture. La 
rupture elle-meme n'a d'autre effete d'apres ce qui preci^de, que celui 




(' ) Grbbn, Essai sur r application de P Analyse mathematique aux theories de Pelectri- 
cit^ et du magnetisme, Notthingham, 1828. Beer d^montrc (BEEa, Elektrostatik) quo la for- 
mule de Green s'applique k une aiguille plac^ dans une spirale magn^tisante, pourvu que. 
la dimension des spires soil large par rapport au diam^lre do Taiguiile. Dans ce cas, A 
est proportionnel k la force magn6lisantc /. 

(*) Coulomb, Determination des forces qui ramenent differentes aiguilles aimant^es a 
leur mMdien magnetiqite (M^moires dc rinstitut, t. HI). 
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qui resulterait de la separation des parties exactement juxtaposees. 
Enfin la trempe est aussi identique que possible ; on verra meme que 
la mise en oeuvre des resultats elimine Teffet des petites differences de 
trempe locales qu'on ne peut eviter entierement. 

L'aiguille mfere est aimantee a saturation, par 4 elements Bunsen 
au moinst dans une spirale de ^5 centimetres de longueur, trfes-regu- 
liere, et formee de trois couches de fil superpos^es. Pour faire une 
experience, on mesure la longueur et le moment magnetique de Fai- 
guille entifere. On enl^ve ensuite les deux bouts par une rupture pra- 
tiquee de part et d'autre ^ 3 1 ou 4 centimetres des extremites, et 
Ton reserve les fragments extremes. On mesure ensuile la longueur du 
fragment moyen et son moment magnetique, et par des ruptures suc- 
cessives, accompagnees chaque fois des deux mesures, on ramfene ce 
fragment a une longueur de i a 2 millimetres. On termine en mesurant 
la longueur et le moment magnetique des bouts entiers, et successi- 
vement reduits a des longueurs plus faibles. 

II est rare que Ton puisse accomplir toutes les mesures avec un 
meme appareil; alors on en emploie deux : Tun moins sensible pour 
les grandes longueurs; I'autre plus sensible pour les plus faibles. Le 
rapport des deux appareils est determine avec le plus grand soin, par 
un certain nombre de mesures communes. 

Afin de s'affranchir de toutes les irregularites accidentelles, on re- 
presente les resultats de Texperience par une courbe, en prenant pour 
abscisses les longueurs a? des aiguilles, et pour ordonnees les moments 
magnetiques correspondants. Cette courbe est tracee avec un soin 
extreme au moyen des mesures faites sur les fragments moyens de Tai- 
guille mfere. Si cette aiguille est saturee, les points figuratifs des frag- 
ments extremes et de Taiguille entiere doivent se placer d*eux-memes 
sur la courbe. L'experience sera rejetee si cette condition n'est pas 
satisfaite. 

L^experience montre que divers fragments d'une meme aiguille 
rompue avant Taimantation, aimantes separement a saturation, se 
placent d'eux-memes sur la courbe tracee au moyen de la rupture du 
plus long d'entreeux, par exemple. Cette experience importante etablit 
que I'effet propre de la rupture est bien reellement nul dans le cas oil 

nous sommes places. 

5. 
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L'equation (i) represente une courbe tangenle k Taxe des x a Tori* 
gine et asymptote k la droite 

(2) jr=:Aa» (^-^)- 

Les courbes representatives de Inexperience pr^sentent les memes ca- 
ractbres gen^raux. Pour op^rer la comparaisout on determine ayec le 
plus grand soin Tasymptote de la courbe exp^rimentaie. Par le fait, a 
partir d'une longueur de 10 k 4^ centimetres suivant le diam^tre^ les 
points figuratifs des aiguilles tombent rigoureusement en ligne droite 
kdesquantiles pres plus pelites que la limite des erreurs d'experience : 
Tasymptote est done parfaitement determinee. Soit D son abscisse a 
I'origine, Cson coefficient angulaire; Tequation pent se metlre sous la 
forme 



(ibis) r^c 



( '*' 



-6'^' 



e^' -+-e"^' 



Cette formule nous a servi \ calculer le moment magnetique des ai- 
guilles courtes; le moment r^el se determine directement sur la courbe 
exp^rimentale. 

C'est ainsi qu'ont ete formes les tableaux suivants. La premiere co- 
lonne contient la longueur des aiguilles; la deuxifeme, le moment ma- 
gnetique observet lvalue en unites arbitraires; la troisieme le moment 
calcule par la formule (i his)\ les deux dernieres Texc^s absolu et rela- 
tif du moment observe sur le moment calcule. 

Les experiences ont porte sur des aiguilles de o"",i75, o""", 282, 
o""",368 et o""",55i. Nous nous bornerons aux resultats fournis par 
les trois dernieres; la courbe representative de la premiere est trop voi- 
sine d^une ligne droitd pour toutes les longueurs superieures a 2 mil- 
limetres, pour qu'on puisse tirer des conclusions cerlainesrelalivement 
I la partie courbe qui avoisine Torigine. 
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Tableau I. 



rf=:o»»,55i, C= 



?7M, D = 5,a5. 
10 



/ 


1^ 
observd. 


f 

calculd. 


9 


3 
M 


jmm 


o,5o 


0,206 


-+- 0,294 


0,588 


2 


1,88 


1,575 


-h o,3o5 


0,162 


3 


5,60 


5,323 


-+- 0,277 


0,049 


4 


ia,oo 


10,817 


-4- i,i83 


0,098 


5 


•10,00 


i9>ii3 


-4- 0,887 


0,044 


6 


3o,oo 


29,593 


-h 0,407 


o,oi3 


7 


42,00 


41, 864 


-4- o,i36 


o,oo3 


8 


55, 5o 


55,336 


-h 0,224 


0,002 


9 


70,20 


70,224 


— 0,024 


0,000 


10 


85, 60 


85,627 


- 0,027 


0,000 



Tableau II. 

rf = o»»,368, C=^-, D=3,6. 

12,40 ' 



/ 


obsenrd. 


[ 

calculi. 


9 


9 
M 


,aun 


o,3o 


' 0,187 


-h o,ii3 


0,376 


2 


i,5o 


1,378 


-h 0,122 


0,081 


3 


3,85 


3,101 


-^ 0,749 


0,194 . 


4 


8,5o 


8,371 


-4- 0,124 


o,oi5 


5 


14,00 


13,698 


-f- 0,302 


0,022 


6 


20,00 


19)994 


-h 0,286 


0,014 


8 


33,85 


33,717 


-4- o,i33 


0,004 


10 


48, 5o 


48,336 


-4- o,ii4 


0,002 
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Tableau HI. 



rf = 0'"«»,a82, C=: 



85 



20,70 



D= 2,45, 



/ 



4 
6 



mm 



observe. 



1,6 
i5,o 



M 



calculc. 



1,442 
a, 107 

14,7^6 





s 


$ 






M 


-h 0,167 


0,098 


■+- 0,393 


0,062 


-h 0,273 


0,018 



Au dela de 10 millimetres pour Taiguille la plus epaisse ct de 
6 millimetres pour la plus mince, les points figuratifs se confondent 
presque, theoriquement et pratiquement, avec Tasymptote. 

L'accord du caleul et de Texperience est tres-remarquable pour les 
aiguilles dont la longueur n'est pas trop petite par rapport k leur dia- 
metre. 11 est a remarquer que e'est pour ce cas seulement que Green a 
etabli la formule qu'il s*agit de verifier. Pour les aiguilles extreme- 
ment courtes, les nombres observes sont invariablement dans toutes les 
experiences, plus grands que les nombres calcules. Les diflerences ab- 
solues sont, il est vrai, tres-petites, mais superieures a la limite des 
erreurs d'experience, et d'autanl plus que le diametre des aiguilles 
est plus considerable. Cependant elles ne sont pas assez grandes pour 
permettre de rechercber empiriquement la forme du terme correctif 
qu'il faudrait joindre k la formule pour la rendre completement 
exacte. 

2® Aiguilles de diamilre different. — Pour des aiguilles de diametre 
different, la formule de Green comporte d'autres verifications. Le coef- 
ficient angulaire C de Tasymptote doit etre proportionnel au carre du 
diametre des aiguilles, et Tabscisse h Torigine D proportionnelle a 
leur diametre. 

II est facile d'attribuer un sens physique 4efini aux quantites C et D. 
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CoDsid^rons deux aiguilles de meme diametre, assezlongues pour que 
leurs points figuralifs se placent sensiblement sur Tasymptote. Leurs 
moments magnetiquesy ety sont representes par les ordonnees cor- 
respondantes de Tasymplole, c*est-a-dire que Ton a 

D'autre part, on sait, d'apres Coulomb, que dans les aiguilles longues 
la distance des poles aux extremites est constante, quelle que soit la 
longueur. Soit P cette distance et fx la quantity de magnetisme de 
chaque pole (constante aussi), on a 

Les syst^mes (3) et (4) sont incompatibles, k moins qu*on ait a la 
fois C = jJL, D = aP. Ainsi la demi-abscisse, a Torigine de Tasymptote, 
est egale h la distance du pole de Taiguille a Textremite correspon- 
dante, et le coefficient angulaire de la mcme droile egal k la quantite 
de magnetisme de chaque pole. 

Ainsi, danslecas d'aiguilles cylindriques longues, de diam^tre diffe- 
rent, la formule de Green exprime la proportionnalile de la puissance 
des p6les au carre du diametre, et la proportionnalit^ de leur distance 
k Textremite de Taiguille k la premiere puissance du diametre. 

La comparaison des resultats fournis par Tobservation sur des ai- 
guilles de diametre different presente beaucoup de difficultes prati- 
ques. La multiplicite des comparaisons d'appareil exigees par ces 
experiences, Tinfluence considerable qu*exercent sur les rapports k 
determiner les moindres erreurs commises dans revaluation des peiits 
diamelres, mais surtout la difficulte de communiquer une trempe 
identique k des aiguilles de diametre different sont des obstacles 
graves, et qu*il n'est pas facile de surmonter entierement. II convient 
cependant de remarquer que la difficulte relative k la trempe est moins 
grande pour des aiguilles trempees tres-dur, telles que nous les avons 
toujours employees, parce que, dans cecas, le pouvoir coercitif varie 
peu, pour des variations assez larges de la temperature k laquelle on 
effectue la trempe. 
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Le tableau suivant se rapporte k la loi des distances polaires. La pre- 
miere colonnedonne le diametre des aiguilles, la deuxieme Tabscisse D, 

la troisieme la valeur du rapport ^ qui devrait Stre constant, la qua- 

trieme, enfin, la difference des nombres de la troisieme colonne a leur 
moyenne : 

Tableau IV. 



d 


D 


D 


9 






d 




mm 


■■ 






0,175 


1,77 


io,ii3 


H- 0,718 


0,282 


a,«6 


8,688 


- 0,707 


0,368 


3,60 


9i783 


+ 0,388 


o,55i 


5,25 


9,528 


H- o,i33 


i,o36 


9i9o 


9i556 


-♦- 0,161 


1,290 


12,40 


9,612 


-h 0,307 


1,988 


16,80 


8,45i 


— 0,944 



Ces nombres vSrifient la loi, eu 6gard k la multiplicity des causes 
d'erreur signal^es. 

La loi relative k la puissance des poles se verifie tout aussi bien, 
ainsi qu'on le voit dans le tableau Y. La troisieme et la quatriemc co- 
lonne donnent la valeur absolue et relative de la difference des valeurs 

de ^ et de la moyenne correspondante. 

Tableau V. — Puissance des pdles. 



d 


C 

d' 


9 


r 


mm 
0,175 


58,719 


-4- 3,094 


o,o55 


0,282 


5i,558 


- 4,067 


0,073 


o,368 


55,53i 


— 0,094 


0,002 


o,55i 


56,695 


H- 1,070 


0,019 
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En r^sum^y rexperience confirme d'une manibre tr^s-remarquable 
les di verses lois contenues dans la formule de Green, sauf le cas des ai- 
guilles excessivemeot courtes. II en resulte que, a Texception de ce 
dernier cas, la distribution du magnetisme libre dans les aiguilles est 
aussi representee par la formule donnee k cet effet par Green, et dont 
notre formule (i) est une consequence. La quantite de magnetisme 
libre dans une tranche perpendiculaire a Taxe d'epaisseur dx^ situee a 
une distance x du milieu, est, d'apres cette formule, 

X etant la demi-Iongueur de Taiguille. Cette formule revient k celle de 
Biot, et represente fidelement les r^sultats des experiences de Coulomb. 

Pdles des aiguilles courtes. — Le moment magnetique d'une aiguille 
pent toujours etre considere comme le produit de deux facteurs, dont 
Tun represente la distance des poles, Tautre la quantite dc magnetisme 
de chacun d'eux. D'apres la formule de Green, la distance des poles 

est(*) 

(6) D= '^"-— ^ 



1 — 



^p^ -+- g-p^ 



et Tautre facteur 

(7) 



= Aa»(i-^^) 



Ces facteurs se reduisent respectivement a ^X — g et a Aa^ pour des 

valeurs trfes-grandes de X. 

D'autre part, I'ordonnee y d'une courbe pent toujours Stre consi- 
der^e comme le produit du coefficient angulaire de la tangente au 

(') On d^nit le p6le comme la projection du centre de gravity de la courbe de distri- 
bution 

^p« ^-P« 

sur Taxe magnetique de Taiguille. Cost d*aprte cette definition que Ton a calculi la distance 
D des deux p6les. 

Jtmalet de VKeoh Normale, 3« S^rie. Tome IV. 6 



^2 BOUTT. 

point con8id6r6 par la difference de rabscisse dX« et de I'abscis^ k 
Torigine de la tangente. D'aprea ces principes^ le moment magn^tique 
de Taiguille consid^ree eat represente par le produit des deux fae* 
teura 

(8) ( '- {e^zl-^^^y 

Ces deux facteurs» comme les pr^c^dents, se r^duisent k :iX — | et 

Aa^ pour des valeura trfes-grandes de X : de Ik Temploi que nous avona 
fait precedemment do I'asymptote pour determiner la distance polaire 
des aiguilles longuea; mais cet emploi ne pent etre itendu aux tan- 
gentest comme je I'avais espere d*abord, puiaque les expressions (8) 

difi%rent des expressions (6 ) et (7 ) par le facteur variable i -f- -^^ — -fi- 

La methode qui nous a servi k determiner les moments magnetiques 
ne pent done nous ^clairer sur la variation independanle des deux fac- 
teurs dont ils dependent. 

Article. in. — Rupture d' aiguilles non saturdes, opirie 

perpencliculairement a Vaxe. 

A. Aiguilles riguUeres. — Quaod une aiguille est aimantee regulie- 
rement sans Stre satur^e, on peut en detacher les extremites sur une 
longueur suffisantOt et trailer ensuite le fragment moyen comme celui 
qu'on retire ainsi d'une aiguille saturee. 

On obtient une courbe figurative tangente k Taxe des x k Torigine, 
et pr^sentant une asymptote dont la courbe se rapproche rapidement. 
La demi-abscisse k Torigine de cette asymptote est la distance des poles 
des aiguilles tongues (de rupture) k leurs extr^mit^s (*). Cette dis- 
tance est done constante dans les aiguilles de rupture comme dans les 
aiguilles saturees. Au surplus, il y a deux cas a distinguer : 



( ' ) Mtoe dtoonstration que pour les aiguilles satur^. 
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I. Dans le cas des aiguillea minces de o^"^, 176 k o^^ySSi, la di3- 
lance des poles aux extr^mites dans les aiguilles de rupture ne depend 
que du diam^tre, et se trouve la meme que dans les aiguilles saturees. 
Les asymptotes de toutes les courbes correspondant aux aiguilles de 
meme diametre coupent en effet Ires^exactement Taxe des x au meme 
point. Ce fait a ^le verifie 

Sur 3 courbes pour les aiguilles de o""",55i 
Sur 2 1) J) o^^jSgS 

Sur 3 » I) Q*'",^» 

Sur a » » o"", 1 75 

De plus, dans le cas que nous considerons, la courbe complMe n*est 
qu*une reduction proportionnelle de la courbe des aiguilles saturees. 
Elle est exactement representee dans les m6mes limites que celles-ci 
par Tequation 

(10) 










oil m est un facteur pigs p^tit qu9 i qui depend du degrS d'aimanta- 
tioQ de Taiguille mere, 

TiBWAq VI. 







gourbbR 




/ 


COURBE S. 




DlPfiUIfd. 






obtenree. 


cal^]^. 




3"" 


5,60 


4,40 


4,oi3 


■+- 0,387 


4 


12,00 


8,60 


8,597 


-+- o,oo3 


5 


20,00 


14, i5 


14,317 


- 0,167 


6 


3o,oo 


21,00 


ai,49a 


— 0,492 


7 


42,00 


29»5o 


3o,o88 


— 0,588 


S 


55, So 


39160 


39,760 


— o,i6o 


9 


70,20 


5o,5o 


50,290 


•+- 0,210 


10 


85, 60 


61,20 


61, 323 


— 0,123 



Le tableau ci-dessus se rapporte k une aiguille de ©"""^SSi. La 

deuxi^me cQlopqe coptient le moment de saturatioo des aiguilles tel 



6. 
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qu*il est fourni par la courbe exp^rimentaley et la troisifeme le momeDt 
des aiguilles de rupture ; les nombres de la quatrifeme colonne ont it& 
obtenus en multipIiaDt ceux de la seconde par le rapport m des coeffi- 
cieuts angulaires des deux asymptotes; la cinquifeme coIoDne donue 
les differences des nombres observes et calculus. 

Au dela de lo millimetres, les courbes se rapprochent beaucoup de 
leurs asymptotes, et la comparaison qui fait Tobjet de ce tableau n'offre 
plus d'interet. 

Observons que les pdles des aiguilles courtes de rupture sont places 
de la meme mani^re que si ces aiguilles etaient satur^es. 

II. Ces divers resultats ne s'appliquent pas aux aiguilles plus grosses, 
de I a 2 millimetres de diametre par exemple. En premier lieu, les 
asymptotes aux diverses courbes, correspondant aux aiguilles de meme 
diametre, ne rencontrent pas I'axe des x au m^me point exactement, 
mais en des points plus rapproch^s de Torigine k mesure que le degr6 
d'aimantation de I'aiguille mfere est plus faible. D'ailleurs, les courbes 
elles-memes ne sont plus des reductions proportionnelles d'une meme 
courbe ; et si Ton prend le rapport du moment magnetique d'une 
aiguille de rupture a Taiguille satur^e correspondante, ce rapport se 
rapproche de Tunit^ k mesure que la longueur de Taiguille diminue. 
Ainsi les aiguilles retirees du milieu d'une aiguille non satwrie^ mais ri- 
gulUre etde I a 2 millimetres de dicanetre^ sont d'autant phis voisines de 
la saturation qu'elles sont plus courtes. 

La difference que nous signalons k cet egard enire les aiguilles tres- 
minces et les aiguilles plus grosses est interessante au point de vue de 
la tlieorie du magnetisme. 

II reste k examiner T^tat des fragments extremes dans les aiguilles 
non saturees. Je me suis borne a comparer le moment magnetique de 
ces fragments au moment de fragments egaux empruntes au milieu de 
Taiguille. J'ai reconnu que le moment des fragments extremes est in- 
ferieur a celui des fragments moyens, et d'autant plus, 

i^ Que Taiguille primitive est plus courte; 

2'^ Que Taimantation est plus faible; 

3^ Que la longueur absolue des fragments est plus petite. 
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I. 

i3t millimetres. 

2 » 

1^7,3 

Partag^ d'abord en Irois, puis en six fragments ^gaax. 



Longueur, 
Aiguille m^re. { Diam^tre. 

Moment. . 



Rapport des tiers extremes aux moyens o,8o3 

» des sixi^mes » » o,64G 



II. 

..... . \ Longueur i4i millimetres. 

Aiguille m6re. l ^. **., 
^ I Diam6tre a » 

Partag^e en cinq, puis en dix et en vingt fragments ^gaux. 

Rapport des cinqui^mes extremes aux moyens 0,751 

>^ des dixiemes » » 0,544 

» » o,3ai 



des vingli^mes 



Dans la meme experience, le rapport des vingtibmes occupant le 
deuxieme rang a partir des bouts aux vingtibmes moyens a ele trouv^ 
egal k 0,785. 



m. 



Aiguilles de a millimetres de diamSire. 



Aiguille A. 



Longueur 

Moment magn6lique 

Rapport des quarts extremes 
aux moyens 



141 
i65,4 



0,789 



Aiguille B. 



Longueur 

Moment magn^tique 

Rapport des quarts extremes 
aux moyens 



1 43' 
46, i5 

0,709 



IV. 



Aigidlles de a millimetres de diametre. 



Aiguille A. 

Longueur 

Moment magn^tique 

Rapport des quarts extremes 
aux moyens 



.mm 



laa' 
135,75 

0,687 



Aiguille B. 

Longueur lao' 

Moment magn^tique inf<§rieur k,. 5o,oo 
Rapport des quarts extremes 
aux moyens 



\ 



o,G6a 



46 BODTT. 

B. AiguiUes prisentant des points consAjueiUs. -— Nous venons de voir 
que dans une aiguille reguliere les fragments retires des extremit^s 
possbdent un moment magn^tique plus faible que ceux qui proviennent 
du centre. 

Les points consequents se comportent comme despdies plus faibles 
que les poles extremes; les fragments qui les renferment possedentk 
loDgueur egale un moment magnetique superieur k celui des fragments 
extremes^ mais inferieur k celui des fragments tir^s de Tintervalle entre 
deux points consequents. 

En terminanty nous indiquerons un moyen de verifier ia parfaite 
regularite d'une aiguille aimantee. Apres avoir s^pare les extremites 
sur uoe longueur sufEsante, on rompra le trouQon moyen en fragments 
inegaux de longueur arbitraire: Si Taiguillc mere est r^gulibre, les 
points figuratifs obtenus en prenant pour abscisse la longueur des frag- 
ments, et pour ordonuee leur moment magn^tiquct se placeront d'eux- 
mdmes sur une courbe reguliere. Les plus petites irregularites se 
manifesteront alors aux yeux, a la simple inspection de la figure 
oblenue. 

Article IV. — SiparaUon de faisceaux prismatiques, opirde pared- 
lilement a Veuve. — Observations sur le magnitisme temporaire de 
racier. 

La difficult^ d*operer la rupture d'une aiguille suivant un plan paral- 
\h\e k son axe nous a engage k ^tudier le cas plus pratique de la sepa- 
ration des lames superposees qui composent un faisceau. Les r^sultats 
que fournira cette etude ne s'appliquent k la rupture que d'unemauifere 
approchee, puisque la rupture pent Stre consid^r^e comme le cas 
limite de la separation, lorsque la distance des parties en regard, de 
part et d'autre du plan de separation, decroit indefiniment. 

Oo forme un faisceau prismatique avec des lames de ressort de 
montre. Ce faisceau trempe et aimante tout d'une pi^ce est ensuite 
separ^. 

Si Taiguille mfere est satur^e, on observe que les lames s^par^es ne 
le sont point. Ce fait n*a riea de surprenant, car les lames superpoa^es 
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rdagissent led unes sur ies autres en sens contraire de leuf aimantation, 
et par suite le moment magn^tique permanent qu'elles peuvent at- 
teindre etant r^unies est plus faible que si elles ^taient s^parees; mais 
ce qui parait etonnant au premier abord, e'est que la somme des mo- 
ments magnetiques des lames separ^es est notablement sup^rieure au 
moment magnetique du faisceau primitif. 

Ce dernier fait est rendu tr^s-saillant» en faisant I'experience de la 
manifere suivante. Je prends un faisceau de section carree, forme par 
la reunion de quatre barreaux carres de meme longueur. Ce faisceau 
est tremp^ dur et aimante imm^diatement; on mesure son moment ma- 
gnetique, enfin on le demonle, et Ton mesure le moment de chaque bar- 
reau isole. On trouve que la somme de ces moments est tres-nolable- 
ment superieure au moment magnetique du faisceau. Yient-on a reunir 
ensemble ces barreaux deux par deux» la somme des moments magne- 
tiques des faisceaux partiels est intermediaire au moment du faisceau 
total et des barreaux separes. Enfin, si Ton reconstitue le faisceau pri- 
miiif, le moment magnetique revient aussi a sa yaleur premiere. 

Dans cette experience, le faisceau qui, vierge de toute aimantation 
anterieure, n'a subi qu'une fois Taction de la spirale magn^tisante est, 
au moment de la premiere separation, dans une condition absolument 
normale, et Ton ne voit intervenir aucune force magnetique nouvelle 
k laquelle on puisse attribuer Taugmentation de magnetisme perma- 
nent observee. En separant Ies barreaux, on supprime, il est vrai, leur 
reaction reciproque, et Ton sait qu'elle agissait d?ns chacun d'eux en 
sens contraire de Taimantation permanente; mais cette suppression ne 
pent avoir d'autre effet que de faire disparaitre un certain magnetisme 
teoiporaire. Ainsi dans un barreau normal un certain magnetisme per- 
manent se trouve superpose k un magnetisme temporaire de sens con* 
traire, que I'ablation d'une couche magnetique parallele k Taxe fait 
disparaitre. 

Cette curieuse superposition pent etre observee dans d'autres circon- 
stances. On sait, par exemple, que si Tonsoumet un barreau d'acier ai- 
mante k Taction d'un courant trop faible pour le desaimanter entib- 
rement, on observe pendant Taction du courant une diminution du 
magnetisme du barreau qui pent aller jusqu'au renversement des poles, 
tandis qu'apr^s la cessation du courant on trouve que le barreau est 



48 BOUTT. 

encore aimante dans le sens priniitif. On sait aussi quesi Ton presente 
le pole austral d'un fort barreau au pole austral d'une aiguille aimanteet 
la repulsion qui se manifeste a une grande distance peutse transformer 
on attraction, a une distance tr^s-faible» par suite du magnetisme tem- 
poraire developpe par induction. Ce fait avait deja 6te observe au si^cle 
dernier par Musschenbroek et QEpinus. 

Les pheuomenes relatifs a Taimantation temporaire jouent un tres- 
grand rdle dans toutes les questions qui se rapportent a la rupture des 
aimants. Considerons d'une manibre generate deux corps A etB soumis 
a Taction d'une meme force inductrice, inais invariablement lies Tun 
a I'autre. Apres la cessation do la force inductrice» le corps A demeure 
soumis k Taction de B, et conserve, en dehors du moment magnetique 
residuel qu'il conserverait apr^s Tablation de B, un moment produit 
par Tinfluence, qui se compose avec le premier, et qui n'est permanent 
qu'autant que le lieu de A et de B subsiste. On pourrait Tappeler mo- 
ment magnetique subpermanent. Le meme raisonnement s'applique si 
A et B sont deux parties d'un mSme corps; et Ton voit que la fixation 
du moment permanent que prend un corps soumis k I'action d'une 
force inductrice est un probl^me ^minemment complexe, qui ne peut 
etre resolu d'une mani&re g^n^rale que par la connaissance des lois du 
magnetisme temporaire aussi bien que du magnetisme permanent pro- 
prement dit. Nous signalons cette consequence k Tattention des theo- 
riciens. 

Dans Texperience du faisceau rompu parallMement k Taxe, le ma- 
gnetisme subpermanent est de sens contraireau magnetisme permanent. 
II est au contraire de meme sens dans le cas d'une aiguille rompue par 
un plan perpendiculaire a son axe, et dont on separerait ou reunirait 
les fragments places bout pour bout. Le moment des fragments rap- 
proches jusqu'au contact est superieur a la somme des moments des 
fragments separes, sans toutefois atteindre la valeur du moment de Tai- 
guille entibre avant la rupture. Ce resultat est facile k verifier par Tex- 
perience. 
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CHAPITRE IV. 

SUR LA THfiORIB DBS AIMANTS B'aCIBR. 



La theorie physique du magn^tisme n'existe gu^re que sous la forme 
de comparaisoDs. Comme il ne peut y avoir dans la nature deux series 
de pheuomenes absolument paralleles, ces eomparaisons n'eveillent 
malheureusement dans Tesprit que des idees incompletes, et qui ne 
satisfont jamais pleinement. La belle theorie des solenoides molecu- 
laires d'Ampere n'echappe peut-etre pas absolument a cette observa- 
tion» qui s'applique surtout a la theorie de la force coercitive, ainsi 
qu'a toutes les autres tentatives faites dans le but d*eclairer la theorie 
des aimants d'acier. 

Coulomb a le premier etabli avec quelque rigueur la difference du 
feretde Tacier au point de vue de Taimantation, et introduit la notion 
de force coercitive. II assimile TefTet de cette force a une sorte de/rot- 
tement qui s'oppose k la separation des fluides magnetiques reunis, ou 
k leur reunion quand ils sont separes. Cette comparaison entre deux 
ordres de phenomenes aussi complexes et aussi mal connus que Vai- 
mantation eth/rottementesl necessairement tres-artificielle, etexclut 
un grand nombre de phenomenes fournis par Texperience. II semblerait 
en effet que I'assomption d*une force coercitive analogue au frottement 
implique les propositions suivantes : 

1^ La force coercitive s'opposerait a tout effet d'induction de la part 
de forces magnetiques inferieures a une certaine limite C; 

2^ Elle reduirait Teffet de toute force F > C a TefTet que produirait 
une force egale a F — C, si la force coercitive n'existait pas; 

3^ Enfin elle maintiendrait apr^s la cessation de F le magnetisme ac- 
quisy jusqu'a une limite egale au magnetisme que produirait une force 
C continuant a agir dans le sens de la force F» si la force coercitive 
n'existait pas. 

Le seul mathematicien qui, k ma connaissance, ait traits un pro- 
bl^me dans Thypothese de la force coercitive, Green, ne parait pas s'en 
faire une idee differente. 

Pour nous rendre compte de la valeur experimentale de Thypothese, 

Annates de l*&coU Normale, 2* S^rie. Tomo IV. 7 
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il suffira de rapprocher les trois propositions qui precedent de trois 
autres propositions, que nous enoprunterons k un travail de M. Row- 
land (*), et qui, fondles sur Texp^rience, s'accordent d'ailleurs par- 
faitement avec tons les faits connus. 

i^ Tout le magn^tisme (ou mieux presque tout) d6veloppe par de 
faibles courants est temporaire. Avec Vacier^ ce phinomene est plus ap- 
parent qiCavec kfer. 

7l^ Le. magn^tisme temporaire augmente toujours avec Tintensite du 
courant quile produit, et dans deslimites assez larges est sensiblement 
proportionnel a cette intensite. Quand celle-ci augmente indefiniment, 
le magn^tisme temporaire tend vers une limite finie et determinee. 

3° Le magnetisme permanent croit d'abord trfes-vile avec le courant, 
mais plus tard diminue quand le courant est tr^s-intense et que le fer 
a k pen pr^s acquis son maximun de magnetisme total. 

II estcurieux de remarquer que, si Thypothese de la force coercitive 
est impuissante k representer Tensemble des phenomenes, elle repre- 
sente pourtant assez bien la marche de Taimantation permanente. 
Nous reproduisons [fig. 6) une courbe dessin^e par Rowland d'apres 

Fig. 6. 
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ses experiences, en prenant pour abscisses les forces magnetiques et 
pour ordonn^es les moments magnetiques correspondants, acquis d'une 
mani^re permanente par Tunite de volume d'un cylindre de longueur 
ind^finie. Cest la courbe OPQRST. Nous mettons en regard une ligne 
brisee OMNL, qui reproduit en traits gen^raux Tallure de la courbe; 
cette dernifere correspond a I'hypothese de la force coercitive, en faisant 



V) Rowland, Philosophical Magazine y aoAt 1873. 
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C= 5 et en admettant que raimantation permanente, produite par une 
force F comprise entre C et aC, est proportionnelle a F — C. 

Ainsi Thypothese primitive de la force coercilive rend un compte assez 
exact des seuls phenomenes bien connus du temps oil elle a ete imagi- 
nee : elle est impuissante a en faire prevoir de nouveaux, etles progres 
de la science du magnetisme n'en ont guere laisse subsister que le nom. 

Les phenomenes du magnetisme temporaire et du maximum de Tai- 
mantation, ainsi que ceux de Taimantation permanente, ont ete expli- 
ques dans leur ensemble par Wiedemann, mais encore k I'aide d'une 
comparaison. Ce physicien a rapproch^ les phenomenes magn^tiques 
de ceux qui dependent de I'elasticite dans les corps solides, speciale- 
ment des phenomenes qui accompagnent la torsion ou la flexion. Ge 
rapprochement a Tavantage d'exprimer une relation physique incon- 
testable, puisque la torsion modifie I'etat magnetique d'un barreau, et 
que les modifications de cet etat magnetique peuvent k leur tour faire 
varier la torsion k laquelle le barreau a ete soumis d'avance. 

Wiedemann admet que les elements magnetiques (courants mol^cu- 
laires) existent en nombre fini dans Tunit^ de volume du fer ou de 
I'acier, mais que dans T^tat naturel leurs axes sont r^partis ^galement 
dans toutes les directions. Les forces magnetiques ext^rieures tendent k 
faire tourner ces elements autour de leur centre de gravity ; mais ceux- 
ci opposent une resistance au deplacement, analogue aux reactions efas- 
tiques, de telle sorte que^ suivant Tintensite des forces agissantes, les 
elements conservent d'une manibre permanente une portion plus ou 
moins considerable de leur deplacement temporaire. En soumettant au 
calcul ces hypotheses, on obtient, pour representer Taimantation tem- 
poraire et I'aimantation permanente, des courbes qui, tout en satisfai- 
sant aux memos conditions essentielles, ne presentent avec les courbes 
fournies par Texperience que des relations vagues et generales. 

Nous renverrons k Touvrage original pour les developpements tr^s- 
ingenieux que Tauteur donne a sa theorie (*). Nous nous bornerons k 
diro qu'on pent pousser tr^s-loin I'analogie sur laquelle elle se fonde, 
et que nous trouverions, memo dans nos recherches actuelles, des argu- 
ments en sa favour : ainsi nous avons vu (^) que la repetition de Tac- 

(') WiEDfiMANN, GahanismuSy t. U. 
(*) Voir ci-dessus, Chap. H, art. H. 
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tion d'un courant sur une aiguille accroit ie moment magnetique 
permanent communique a celle-ci; dc meme, quand on tord un fil im- 
parfaitement elastique a Taide d'une force constante, la torsion perma- 
nente qu'il regoit s'accroit par une deuxieme, une troisieme application 
de la meme force, el tend vers une limile nouvelle. 

Aussi ne reprocherons-nous point a Thypotliese de Wiedemann 
d'etre absolument fausse, mais seulement d'etre incomplete; c'est 
pourquoi un certain nombre de phenomenes ne s'y laissent adapter 
que d'une maniere extremement penible. De ce nombre sont quelques 
phenomenes relatifs a la superposition d'un certain magnetisme perma- 
nent et d'un magnetisme temporaire de sens contraire, specialement 
ceux qui se produisent dans la separation des faisceaux aimant^s {*). 

Au lieu d'attribuer, comme le fait Wiedemann, le magnetisme tem- 
poraire et le magnetisme permanent aux memes molecules, d'autres 
physiciens (*) preferent admettre que la condition, quelle qu'elle soit, 
qui correspond a la conservation d'un certain magnetisme permanent 
ne serait communiquee dans I'acieration ou la trempe qu'a un certain 
nombre de molecules, les autres conservant les proprietes magnetiques 
du fer doux. On pourrait encore imaginer que les diverses molecules 
acquierent le pouvoir coercilif k un degre different. 

Quoi qu'il en soit, je crois qu'on jetterait une lumifere serieuse sur 
beaucoup de faits relatifs k I'aimantalion de I'acier, en admettant qu'il 
est magnetiquement heterogene. Or ceci n'est pas une hypothese gra- 
tuite. Les cbimistes accorderont sans peine que la vraie nature des es- 
peces chimiques qui constituent Tacier est encore tres-mal connue, 
et qu'une meme barre d'acier pent contenir normalement un melange 
de plusieurs de ces especes. Si Ton attaque un barreau d'acier par 
I'acide chlorhydrique, on constate d'aipres A. Holz (*) que les barreaux 
ronges superficiellement presentent une surface rugueuse, dontles as- 

( ' ] Quand un fil imparfaitement Elastique a subi une torsion permanente, on peut, il est 
vrai, superposer k cctle torsion permanente une torsion temporaire de sens conlraire, par 
I'application d*une force insuffisante pour le detordre enti^rement. Mais comment une cer- 
iaine torsion temporaire pourrait-elle se trouver associ^e k une torsion permanente de sons 
contraire, dans un fil soumis une seule fois a la torsion, el abandonn^ ensuite k lui-m^me 
Cest cependant ce qui arrive pour Taimantation. (f^oir Chap. lU, art. IV.) 

(*) Foir VEROBTf Conferences de Physique faitcs a ricole normale, p. aig. 

(') A. HoLZ, Annates de Poggendorffy t. CLI, 1874. 
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perit^s sont formees d'une substance aciereuse tres-carbonee [Kohlenei' 
sen)^ peu ou point altaquable par Tacide, et aGTectani dans Tinterieur 
desbarreaux une disposition variable : tantot elle forme une sorte de 
reseau a mailles serrees, empale par la masse feriugineuse plus alta- 
quable; taniot, au contraire, les deux matieres sont melees plus intime- 
ment, et Taeier charbonneux est en grains fins isoles. L'heterogeneite 
physique enlraine Theterogeneite magnetique; et, en eflet, Holz ayant 
mesure le moment magnetique de barreaux aimantes, avant et apres 
Taction plus ou moins prolongee de I'acide chlorhydrique, croit pou- 
voir deduire de Tensemble de ses experiences que Tacier charbonneux 
est le vrai support de la force coercitive; le reste de la masse en serait a 
peu pres depourvu. 

II ne nous appartient pas de prononcer sur le degre de confiance que 
meritent les recherches de A. Uolz,jau point de vue chimique; mais il 
nous parait que Thypothese de Theterogeneite magnetique de Taeier 
merile un examen serieux : elle a d'abord Tavantage de se preter tres- 
simplement a Texplication des phenomenes relatifs a la superposition 
du magnetisme temporaire et du magnetisme permanent, pour lesquels 
elle a ete imaginee. Si Ton considere en outre : i® que les lois du ma- 
gnetisme temporaire de Tacier ne different en rien d'essentiel des lois 
du magnetisme induit dans le for doux; 2^ que le developpement du 
magnetisme permanent est eminemment variable d'une espece de fer ou 
d'acier a une autre, et, pour une meme espece, suivant des conditions 
physiques quelquefois insignifiantes, on sera porte a attribuer a cette 
hypothese un certain degre de probabilite. 

Dans tons les cas, Tetude des aimants mixles pr^senterait un veri- 
table interet en dehors de Thypolhese qui nous conduit a nous en 
occuper; nous n'en dirons ici que quelques mots, nous reservant de 
revenir plus tard sur un sujet qui ne pent etre pleinement eclaire que 
par de longues suites d'experiences. 

Theorie (Tun aimant mixte. — Concevons un cylindre de dimensions 
elemenlaires, mais de longueur tres-grande par rapport a son diametre. 
Supposons-le forme de la reunion de deux sortes d'elements magne- 
tiques repandus au hasard, mais en proportion determinee dans toules 
les parties du cylindre : les elements A, doues de pouvoir coercitif, 
sont tels qu'ils conservent tout le magnetisme qu'ils acquiferent; les 
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elements B sont au contraire absoIumeDt d^pourvus de pouvoir coercitif. 

Faisons agir uDe force magnetique F daDS le sens de I'axe du cy- 
lindre, et soit kY^if le moment magnetique que prendrait le cylindre 
si les molecules B existaient seules. Af^ represente le volume du cy- 
lindre » et k un coefTicient qui depend de la densite (*) des elements 
consideres. Soit de meme qF^v le moment correspondant aux ele- 
ments A supposes seuls. Une molecule quelconque du systeme B est 
soumise, outre la force exterieure, k Taction du systeme A, et recipro- 
quement. Cette action reciproque, de meme sens que la force exte- 
rieure, a pour effet d'elever le magnetisme total au-dessus de la somme 
{k-^q)FA{^. 

Si, pour simplifier, on suppose les coefficients ket q ind^pendants 
de F, ce qui doit etre sensiblement vrai pour de petites valeurs des 
forces inductrices, on trouvera le moment final de chacun des deux 
systemes de molecules a Taide d*un raisonnement tres-simple, calqu^ 
sur la theorie elementaire de la condensation electrique (^). Designant 
alors par c et t/ deux coefficients qui dependent du groupement moyen 
et aussi de la densite des elements des deux systemes, on trouvera, 
pour le moment final M^ du systeme A, 



(0 




et de meme 




(2) 

d'oii le moment total 


M»=frF ' + f? A.. 
I — cakq 



(3) M = M.+M* = Fi±*:±i£±i)*5A.. 

' I — cakq 

Si Ton vient a supprimer Taction de la force F, les molecules A con- 
servent leur magnetisme. Quant aux molecules B, elles ne sont plus 

(' ) Cest-^-dire du nombre d'614ments contenus dans Funit^ de volume. 

(') On salt Ir^s-bien que cette theorie Elementaire de la condensation Electrique n'est 
pas rigoureusement exacte, mais il ne s'agit ici que de se faire une idde gEnErale des ph6- 
nom^nes. 

Nous nous appuierons d'ailleurs de Texemple de M. Jamin, qui a introduit dans la science 
Texpression de condensation magnetique^ dans sa thEoriede Teffet des contacts de fer doux. 
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soumises qu*k Taction du systfeme A, laquelle est egale k dqY _ ,, \ 
elles conservent un moment 

(4) M; = gA-rfF^i±^A.. 

Le magnetisme residuel total est 

(5) /n = Ma + M,-^gF ^^_^^^q^ Ai^, 

et le magnetisme dit temporaire^ qui disparait par la cessation du cou- 
rant, est 

(6) /x rz: M — m = A-FAt'. 

Le coefficient k est ce qu'on appelle habiluellement le coefficient de 
magnitisme temporaire, et Ton appelle coefficient de magnetisme per- 
manent la quantite qui joue le meme role dans I'expression de m, c'est- 
a-dire 

(i-4-cA')(i4- dk) 
^ I — cdJcg 

La quantity reellement comparable au coefficient A est, d'apr^s ce qui 
precede, le coefficient q {*)» 

II est evident, et Ton v^rifie sans peine sur un cas particulier, que 
le moment magn^tique total M est intermediaire k ceux que produirait 
la memo force F agissant sur deux cylindres ^gaux au premier, et ne 
comprenant cliacun qu'une seule espfece de molecules avec la meme 
densite totale; mais il n'en est pas de meme du moment residuel m 
qui, pour une valeur donuee de q, est d'autant plus grand que le coef- 
ficient de magnetisme temporaire du fer doux est lui-meme plus grand ; 
et, comme le coefficient de magnetisme temporaire du fer doux est 
enorme, on voit que I'adjonction d'une certaine quantite de fer doux 
k Tacier le plus dur pent augmenter le moment residuel de celui-ci. 

Nous rappellerons que, d*apres M. Jamin, les varietes d'acier les plus 
riches en carbone et les plus fortement trempees ne presentent pas les 

(') Si Ton suppose les coefficients c et d6g9u\, les formules se simplifient an peu (voir 
Compies rendus de V Academic des Sciences j a3 f6vrier 1874 ). U n*appartiendrait qu!k uno 
th6orie complete d'expliciter les valeurs des quatre coefficients X^ q^ cei d en fonction des 
density 9 et ^, des deux sortes d'^I^ments, et par cons^uent d'^tablir des relations entre 
ces quatre quantity. 
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moments residuels les plus forts, ce qui doit etre si les molecules de fer 
doux y sont tres-rares, comme on doit le supposer. 



En resume, nous avons indique une methode nouvelle pour effectuer 
la comparaison des moments magnetiques de tr^s-petites aiguilles 
aimantees. 

Nous avons etudie Teffetque produit sur un aimant la repetition du 
passage a la spirale, I'interruption ou le retablissement du courant 
inducteur, etc., et nous avons donne des formules empiriques propres 
k representer les resultats obtenus. 

Nous avons etudie la rupture et la separation des aimants cylindri- 
ques et prismatiques, effectuee soit perpendiculairement, soit paral- 
lelement a Taxe, et verifie par Texperience, dans le cas d'aiguilles de 
faible diametre, une formule importante donnee par Green pour repre- 
senter le moment magnetique d'aiguilles saturees de diverses longueurs 
et de diametres differents. 

Enfin, nous appuyant aussi bien sur les faits particuliers etudies 
dans ce travail que sur Tensemble des faits connus, nous avons signale 
rinsui&sance des theories actuelles du magnetisme pour expliquer 
les diverses particularites de Taimantation temporaire de Facier. Nous 
avons de plus emis Tidee que celte substance doit etre consideree 
comme une masse heterogene, au point de vue des proprietes magne- 
tiques de ses Elements. 
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LES FONCTIONS DISCONTINUES, 

Par M. G. DARBOUX, 

MAITRE DE CONFERENCES A l'^COLE NORMALE. 



m^ 



Jusqu'a rapparition du Memoire de Riemann sur les series trigono- 
inetriques aucun doute ne s*etait eleve sur i'existence de la derivee des 
fonctions continues. D'excellents, d'illustres geomelres, au nombre des- 
quels il faul compter Ampere^ avaient essaye de donner des demons- 
trations rigoureuses de Texistence de la derivee. Ces tentatives etaient 
loin sans doute d'etre satisfaisantes; mais, je le repete, aucun doute 
n'avaitet^ formula sur I'existence meme d'une derivee pour les fonc- 
tions continues (*). 

La publication du Memoire de Riemann a decide la question en sens 
contraire. A I'occasion des series trigonometriques, Tillustre geometre 
expose ses idees sur les principes du Galcul infinitesimal; il generalise, 
par une de ces vues qui n'appartienuent qu'aux esprits de premier 
ordre, la notion de I'integrale definie; il montre qu'elle est applicable 
a des fonctions discontinues dans tout intervalle, et il enonce les con- 
ditions necessaires et suffisantes pour qu'une fonction, continue ou dis- 
continue, soit susceptible d'integration. Ce seul fait, qu'il existe des fonc- 
tions discontinues susceptibles d'integration, suffit k prouver, comme 
on le verra, qu'il y a des fonctions continues n'ayant pas de derivee, et 
celte consequence des travaux de Riemann n'a pas tarde a etre admise 
par les geometres allemands. 

L'un d'eux, M. Hankel, a public en 1870 les resultats de ses etudes 

(') ToulefoiSf quand ces rechcrches ont ^td comrouniqu^es k la Soci^t^ Malh^matique, 
M. Bienaym^, en prononQant quelques paroles d'encouragement, a bien voulu declarer qu'il 
avail toujours fait des objections aux demonstrations d'Arop^re et de Dubamel, et qu'il a tou- 
jours pens^ qu'une fonction continue n'a pas n^cessairement une d<^riv(!e. 

Annales de I'Ecole Nor male, i« Serie. Tome IV. 8 
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sur le Memoire de Riemann. Malheureiisement les conclusions de son 
iravail ne sont pas irreppochables, cl un g^ometre distingue, M. Gilbert, 
a fait aux demonstrations de Hankel des objections qui pourraient 
s'adresser aussi aux resultats. Le principe de la condensation des sin- 
gularites de Hankel est enonee d'une mani^re trop absolue, ct il est 
regrettable que k mort n*ait pas iaiss^ h cet excellent geom^tre le 
temps de reprendre les propositions qu'il avait donnees etde les limiter 
en les metlant a I'abri de toule objection. Je me suis impose le devoir 
de revenir sur quelques-unes d'entre elles, et je crois les avoir mises a 
Tabri de toute critique, sous la forme que je leur ai donnee. 

Plus recemment, M. Schwarz, dans une Note inseree aux Archives 
des Sciences naiurelles^n^ 189, i5 septembre i873,etM, Gilbert, dans les 
Bulletins de VAcadimie royale deBelgique (a* serie, t. XXXV, n*^ 6), se 
sont occupes du meme sujet. Je dois aussi signaler un travail tout re- 
cent de M. Klein, publie dans les Sitzungsberichte de la Society d'Erlau- 
gen le 8 decembre 1873. 

Dans le travail qu'on va lire, je reprends, en donnant tons les deve- 
loppements necessaires, la definition de Tintegrale definie d'aprfes 
Riemann, et je montre comment cette definition doit conduire k une 
infinite de fonctions continues n'ayant pas de derivee. 

Laissant ensuite de cote la definition des fonctions continues comme 
integrales, j'expose quelques principes sur les series doot les termes 
sont des fonctions de la variable independante. Ces principes ont ete 
sou vent appliques par les geometres; mais, k mon seQ9, ils gaguent 
beaucoup a elre mis en lumiere et exposes avec le degre de g^neralit^ 
qui leur appartient. La theorie de$ series permet ensuite de former di- 
rectement une foule de fonctions continues qui n'ont pas de deriv^e 
pour une infinite de valeurs de la variable independante, comprises dans 
tout intervalle ou m6me qui n'ont de derivee pour aucune valeur dela 
variable. 

Au risque d^etre trop long, j'ai tenu avant tout, sans y riussir pent* 
etre, k etre rigoureux. Bien des points, qu'on regarderait a bon droit 
comme evidents ou que Ton accorderait dans les applications de la 
science aux fonctions usuelles, doivent etre soumis k une critique ri- 
goureuse dans Texpose des propositions relatives aux fonctions les plus 
generates. Par exemple^ on verra qu'il existe des fonctions continues 
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qui ne sont ni croissantes ni decroissanles dans aucun intervalle, qu'il 
y a des fonctions discontinues qui ne peuvent varier d'une valeur a 
une autre sans passer par toutes les valeurs intermediaires. 

On conQoit qu'en presence de propositions aussi singulieres on 
eprouve le besoin d apporter la plus grande rigueur dans les deductions 
et de n*admettre que les propositions les mieux demontr^es. 

Ces recherches ont ete communiquees a la Societe Mathematique 
dans les seances du 19 mars 1873 et du !i8 Janvier 1874. 

I. — Des fonctions et de la continuite. 

Une ronction/(a;) est dite bien ddterminde quand a chaque valeur 
A%x correspond une valeur unique de/{x). 

II peut arriver qu'une fonclion generalement bien determinee de x 
devienne indeterminee pour certaines valeurs Xq^ j?|, X2f... de la va- 
riable rr. Alors il faut completer la definition de la fonction en assignant 
les valeurs qu'elle prend pour a? = j;o, a? = j?!,..., c'est-a-dire en d6fi- 
nissant 

Cette definition peul se /aire d'une maniere arbitraire. Dans la plupart 
descason effectue cette determination de maniere a conserver a la fonc- 
tion certains caracteres tels que la coniinuile, la propriete de rester 
finie, etc.; mais, a consid^rer les choses d'une maniere rigoureuse, une 
fonction, telle que 



— > 



X — a 



n*a aucune valeur pour 07 = a; les operations qu*il faut faire pour 
trouver la valeur de la fonction n'ont plus aucun sens lorsque x ^=z a, 
De meme 



X 

X — 



n'est pas bien determinee pour j: = o, ^ = o, et Ton peut convenir a 
Tavance qu'elle aura une certaine valeur A pour j: =^=i o. 

Les remarques precedentes ne sauraient etre contestees dans le cas 
des fonctions discontinues; mais nous avons ^ prevenir une objection 

8. 
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qui pourrait etre adressee daos le cas des fonctioDS continues. Soil, par 

exemple, la fonction 

, 

X — a 

qui est indeterminee pour ^ = a. On pourrait prelendre que la valeur 
pour X = a doit etre la limitc vers laquelle tend la fonction lorsque x 
se rapproche de a. 

Mais si nous prenons une de ces fonctions que presente le Calcul 
integral, et qui sont detinies par les proprietes 

(p(x) = i, lorsque x esldlffereni de //, 

9(a) = A, 

X^ __ /jJ 

nous voyons que le produil (p{x){x ■+- a) sera toujours egal k ? 

X ^(ant different de a, et il tendra, lorsque x se rapprochera de a, vers 
la limite 2a, diff^rente de sa vraie valeur 2 Aa pour x = a. 

II existe done des fonctions qui tendent vers une valeur limite quand 
X s'approche d'un nombre fixe x^^ mais qui pour x = x^ ont une va- 
leur differente de la valeur limite. 

A Texemple de M. 0. Bonnet, nous definirons la continuile d*une 
fonction/(ic) de la manifere suivante : 

Une fonction/(^) est dite continue, pour la valeur x = j?^, quand 
on pent prendre h assez petit pour que Ton ait 

f{x.±eh)^f{x.)<e 

en valeur absolue, pouvant prendre toutes les valours positives plus 
petites que i, et 6 etant aussi petit qu'on le veut. 

Quand une fonction n'estpas continue pour la valeur ^^ ^^ ^» il P^ut 
arriver que/(a?o + h) ait pour limite/(iCo) quand h tend vers z6ro seu- 
lement par des valeurs positives ou, dans d*autres cas, seulement par 
des valeurs negatives. Cette remarque est importante pour la definition 
qui va suivre. 

On dit qu'une fonction est continue dans un intervalle (a?^, a?|), 
oil ^0 <C ^f f quand elle est continue pour toutes les valeurs de x com- 
prises entre x^ et a?i, et qu'on a, en outre, 

lim/(x.4-A)=:/(jr.), lim/(x,-A)=/(:r.), 
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lorsque A tend vers zero par des valeurs positives. Ces dernieres condi- 
tions sont satisfaites si la fonction est continue pour les valeurs x^, 
a?| dear. 

Theor^me I. — itant donnie une fonction /{x), qui rests comprise, 
quand x prend les vcdeurs Xq^x^ et toutes les valeurs intermddiaires, entre 
deux Umites fixes A e/ B, onpeut assigner deux nombres M> m donnant 
lieu aux propndtds suivantes : M est supSrieur ou egal aux disperses valeurs 
de lafi)nction, etUy a au moins une valeur de la fonction supdrieure a 
M — E, E dtant aussi petit quon le veut. De mime m est infirieur ou igal 
a toutes les valeurs de la fonction^ et il y aau moins une valeur de la f one- 
tion infiriewre a m-h e. 

Considerons, en effet, I'intervalle (A, B), et divisons-Ie en n parties, 
en inlercalant n — f nombres X|, Xs,...^ X^^o 

S*il n*y a pas de valeur de la fonction inferieure a X/, ou superieure 
a Xa, nouspourronssubstituer Tintervalle (X„ X^) ^ I'intervalle (A, B). 
Divisons de meme Tintervalie (X|> Xa)> et continuons ainsi indefini- 
ment. Nous obtiendrons ainsi une suite d'intervalles tons compris lesuns 
dans les autres et tendant vers un intervalle limite (m, M), qui posse- 
dera ^videmment les proprietes indiquees dans Tenonce du theoreme. 
Get intervalle pent etre (A, B) si, a chaque operation^ il n'y a pas re- 
duction dans la longueur totale de I'intervalle. 

Si la fonction est discontinue, Met mne sont pas necessairement des 
valeurs particuliferes de la fonction. Par exemple, la fonction 

jr=:x, pour X different de i , 
jr=o, poura: = i, 

a I pour limite maximum quand x varie de o k i ; elle ne devient ja- 
mais 6gale k I . 

Nous appellerons M la limite maximum^ m la limite minimum de la 
fonction dans I'intervalle donne. La difference positive ou nulle M — m 
s'appellera, d'apres Riemann, Voscillation de la fonction dans I'inter- 
valle donn^. 

L'enonce du theorfeme pr^c^dent indique que la fonction doit de- 
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meurer comprise enlre deux limites A, B. II ne suffit pas, pour qu*il eo 
soit aiosi» que la fonction/(ar) demeure finie pour toute valeur dex 
comprise dans Tintervallc ou egale aux valeurs extremes. 
Par exemple, la fonction definie par les equations 

J = -> pour X different de z^ro, 
j=o, pourx=:o, 

ne devient pas infinie dans rintervalle(o, i);ellene reste pas non plus 
comprise entre deux limites fixes. 

Theoreme II. — itant donnie une fonction de x finie et continue 
dans Vintervalle [x^^ a?, ) lorsque x variera de x^ a x^^f[x) pmsera au 
moins unefois par toutes les valeurs intermidiaires entre /{x^) etf[x^). 

Soient^ une quantity intermi§diaire entre/(a?<,) et/(ic, ) et posons 

il est clair que 9(^0) ^t (f{x^ ) sont de signes contraires. Tout revient 
done a d^montrer que, si deux nombres substitu^s dans le premier 
membre d'une Equation donnent des r^sultats de signes contraires, ils 
comprennent au moins une racine de T^quation. Ge th^orfeme a 6te 
etabli d'une manifere rigoureuse par Gauchy dans la Note III de V Ana- 
lyse algSbrique. 

La propriete precedente a 6x6 souvent prise pour la definition des 
fonctions continues. II existe cependant, nous le verrons, une classe de 
fonctions discontinues qui ne peuvent varier d'une valeur k une autre, 
sans passer par toutes les valeurs intermediaires et, par consequent, la 
propriety qui constitue le theoreme precedent n*est pas caract^ristique 
des fonctions continues. 

Theor^ime III. — 6tant donnie une fonction de x finie et continue dans 
Vintervalle (a, 6), cette fonction atteint ses limites maximum et minimum 
pour une ou plusieurs valeurs de x comprises dans Vintervalle, et par con- 
sdquent ette passe par toutes les valeurs intermddiaires entre M et m. 

La demonstration que j'ai donnee du theoreme analogue pour les 
fonctions de deux variables [Bulletin des Sciences mathimatiques et as- 
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(ronomiques, t. Ill, p. 307), s'applique sans difficulte aux fonctions 
(I'une seule variable. 

D'apres la definition des limites maximum et minimum M et m, la 
fonction prend des valeurs sup6rieures k M — e et inferieures k m -4- £. 
Puisque la fonction est continue, elle passe done, quand x varie dans 
rintervalle, par toutes les valeurs interm^diaires entre M — 6 et m + £, 
et, comme b est aussi petit qu'on le veut, il est ainsi demontre que la 
fonction prend toutes les valeurs intermediaires entre M et m. II n'y a 
doute que pour M et m. Examinons M. 

Decomposons Tintervallc (a, 6) des valeurs de x en deux intervalles 
egaux (a, c), (c, 6), je dis que dans i'un au moins de ces intervalles la 
limite maximum sera M. En efi'et, si les deux limites etaient M^ M", plus 
petites que M, la fonction ne prendrait pas dans Tintervalle (a, b) les 
valeurs comprises entre M et le plus grand des deux nombres M'« M''. 
Done Tune au moins des limites MS M"' est egale a M. Soit, parexemple, 
(a, c) rintervalle dans lequel s*e$t conservee la limite maximum ; ai elle 
est la meme dans les deux, on choisira arbitrairement. Decomposons de 
meme (a, c) en deux parties egales, et repetons les memes raisonnements. 
En continuant iudefiniment, nous aurons une suite d'intervalles tons 
compris les uns dans les autres et tendant vers z^ro, pour lesquels la 
limite maximum sera toujours M. Les limites inferieures de ces inter- 
valles sont constantes ou croissantes ; de meme les limites superieures 
sont constantes ou decroissantes. Soit a leur limite commune ; elle jouira 
evidemmeut de la propriety que dans tout intervalle (a — A, a + A); 
la limite maximum de la fonction seraM, quelque petit que soit h. Done 
il y aura une valeur de x comprise dans cet intervalle 

pour laquelle on aura 

M-/(a±:0A)<6. 

D'autre part, on peut prendre h assez petit, la fonction ^tant continue, 
pour que 

en valeur absolue. Done on peut demontrer que Ton a 

M-/(«)<2e, 
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en valeur absolue. Done 

Le raisonnement se ferait a peu pres de la meme maniere si a etait 
une des limites extremes a, b de Tintervalle primitif. 

11 s*applique aussi a la limile minimunn m, qui devient, au signe 
pres, la limite maximum si Ton change le signe de la fonction. 

II. — Division des fonctions discontinues en deux classes. 

D'apres ce qui precede, etant donnee une fonction continue ou dis- 
continue/(a7) dans un intervalle quelconque (a, i), il y a lieu decon- 
siderer trois nombres, la tindte maximum M* la Umite minimum m et 
VosciUation A = M — m dans rintervalle considere. Nous pr6senlerons 
d'abord quelques remarquessur ces trois nombres. 

Supposons que Ton considere, au lieu de I'intervalle [a^ 6), un autre 
intervalle [x^, x^ ) compris dans (a, 6), c'est-k-dire tel que Ton ait * 

II est clair que la limite maximum M' dans le nouvel intervalle ne pent 
Stre sup^rieure a M; de meme la limite minimum m' ne pent etre infe- 
rieure a m. On a done 

M'^M, m!^m, A'^A, 

Soient de meme (a, c), (c, b) deux intervalles cons^cutifs donnant Tun 
les nombres M, m, A, Tautre M', m\ A' et soit(a?o, x^) un nouvel inter- 
valle compris dans (a, 6), mais tel que Ton ait 

ce nouvel intervalle empifete done sur les deux premiers. La limite 
maximum dans {x^^ x^) sera au plus egale au plus grand des deux nom- 
bres M, M'; de meme la limite minimum sera superieure ou egale au 
plus petit des nombres m, m'\ enfin I'oscillation sera au plus egale a la 
somme A + A' des oscillations dans les deux intervalles consecutifs 
(a, c), (c, b). 
Celapos^, considerons une fonction quelconque/(a7), definie dans 
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un inlervalle (a, b) et assujettie a rester comprise entre deux limites 
fixes A, B. Les oscillations de la fonction dans tout intervalle compris 
dans (a, b) seront evideminent finies et inferieures a B — A. 

Intercalons, entre aeib^n — i valeurs it?| , it?a, . . . , it?„_, , et posons pour 
abreger 

Xt (Z 0|y ^j — JCi Oj, • • • y fl "^ ^n— I — On« 

Nous formerons ainsi n intervalles, et nous designerons par M|, m/, A^ 
lalimite maximum, lalimite minimum etToscillation dansle <'^'"^ inter- 
valle. Formons les trois sommes 



R9 



M=M,4,-h Mad, -h . . . -4- Mnii 
m= /Hi d| -h niidi -f- • . • -4- /Hnd 

A =A, i.H- Aad, 4-...-+- A„d„, 

entre lesquelles existe la relation identique 

A = M — m. 

Je dis que, lorsqu on prendra n suffisammeni grand ^ et que tous les in- 
tervalles 5 tendroht vers zdro, les trois sommes prdcddentes^ quelle que soit 
la fonction considdrde, continue ou discontinue, tendront chacune vers une 
limite finie et ddterminie, ne dependant que de la nature de la fonction 
et des valeurs extrSmes a, b qui limitent I'intervaJle considere. 

Pour le demontrer, supposons qu'on passe d*un systeme d'intervalles 
^i a un autre en subdivisant tous les intervalles $|-, qu'on intercale par 
exeraple,entreaeta?i,/? — I valeurs j,, 72>'--> »-i de j:, puis, entre a:, 
et^2> q — i valeurs Z|, z^,..., z^_| de ^, et ainsi de suite. II est facile de 
demontrer que, dans le nouveau systeme d'intervalles, les sommes M, A 
deviendront plus petites ou resteront constantes, et que m ne pourra 
que rester constante ou augmenter. Pour fixer les id^es, prenons M. La 
demonstration se Terait de la meme manicre pour m. Pour A, elle re- 
sulte de la relation identique ecrite plus haut entre m, M et A. 

Appelonsc^j, d^,..., d^ les/? intervalles dans lesquels se decompose 
I'intervalle $< : on aura 

Designons par M^^ la limite maximum dans Tintervalle ^^ . Le terme M| S^ 
de M devra etre remplace, quand on aura subdivise les intervalles^ par 
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la somme 

Or, d'apres une remarque deja faile, les maxima M|,..., M'[ sont lous 
egaux ou inferieurs a M, : on a done 

Ainsi chaque terme M « $i de M est remplace, dans la somme relative au 
nouveau systeme d'intervalles, par une suite de termes dont la somme 
est au plus egale au terme qu'ils remplacenl. Done, dans toute subdi- 
vision des intervalleSy quelque loin qu'on la continue ^ M nepeut que rester 
constante ou diminuer. Elle a done nicessairement une limite. 

On verra de meme que la somme m a une limite vers laquelle elle 
tend en croissant sans cesse, et par consequent la somme A qui est 
egale a M — m decroit constamment et a aussi une limite egale k la dif- 
ference des limites de M et de m. II ne reste plus qu'a demontrer que 
ces trois limites demeurent toujours les mimes, de quelque maniire que les 
intervalles tendent vers ziro, 

A cet effet, nous commencerons par resoudre la question suivaute : 

Soient 

un systeme d'intervalles, et 

la somme M correspondante. Prenons un second systeme d'intervalles 

tel que le plus grand des intervalles c^' soil inferieur au plus petit des 
intervalles d divise par un nombre entier h, Alors on aura, quels que 
soient a et les indices |3, 

et soit 

M'=M;3',-4....-hM;a; 

la valeur de la somme M correspondant a ce nouveau systeme d'inter- 
valles. Proposons-nous de trouver une limite sup^rieure de la diffe- 
rence M' — M : nous entendons par Ik non une limite superieure de la 
valeur absolue, mais simplement un nombre superieur a M'— M. 
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Soient 

Uf X\f X^yt^ Xn — 1> Of 

lesdeux suites devaleursde j?determiDaDty la premiere ies intervalles c^, 

0\ — — X\ "~~ Cty Oj — ^J '"—' X\y • • • I 

la seconde Ies intervalles d\ 

En intercalant ces deux suites entre a et 6, on aura une nouvelle 
suite 

el il est clair que, Ies intervalles &' etant tons plus petils que Ies inter- 
valles cJ, entre deux valeurs consecutives de y ne peuvent se trouver 
deux valeurs de x. II pent arriver que x^ = y^ ou x^ = jv. n^ais cela 
ne changera rien aux raisonnements. On a 

^. = ^i— « = Ji — a -4- jr, — J, -+-...-1-7^.— 7,.-i-l-a:, — 7^, 

Oi ::^ ^a — X\ "^^y^^x — X\ -+-^^4.1 — Xv^^ -+•...-+•... -+- Xi — y^y 

d| = J?, — ^Tj = ^v+i — ^a -h -h . . . -h X, — ^p, 



> 



et par suite 

-H (/^, — :r, )Ma -h -h (^,— jv )M, 

-+- (/^i — ^i)Ma-f -+- (x,— Jp)M, 

-4- ^ , 

-+- CTm-. — ^.)M'^,-I- -+-(ar, — jv)M'^, 

-4- (rv+i -^OMU-^ -*- (^,- rp)M'^. 



> 



M'-M = {r. -a)(M'. -M.)4-... + (ar.-r,.)(M;^.-M,) 

+ (rH-.-*.)(MU.-M.) +• • • + {^.-rv)(MU. - M,) 

+ (r«-.- *.)(MU.- M.) + . . . + (;r,-jr,)(M'^. - M.) 

-4- 

9- 
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II est clair que tous les termes de cette somme correspondant a des 
iDtervalles lels que ji — a, Va —y^ compris entierement eotre a eix^, 
entreic, eta^j, ne peuvenlelre que nuls ou negatifs. En effet, en vertu 
d'une remarque deja faite, les intervalles y,, c^j,..., S'^, par exemple, 
etant tous compris dans rintervalle c^, les limites maxima IMTi,..., M'^ 
sont inferieures ou au plus egales a M,. On a done 

-f- (^3-rp)(M'^, - M,) -h (r,^. - ^.)(M'^. - MO 



Or chacune des differences Mj^, — M| , . . . est inferieure, en valeur absolue 
et en signe, k la difference B — A entre les deux membres qui compren- 
nent toutes les valeurs de la fonction dans I'intervalle (a, 6) ; on a done 



or 



5H^i<C-Tr» 0v4-i<C'T' ^p-^'^^T' 

done 

(i) M' — M< — y- {if^if^..,X^- ^^ -' 

II resulte de cette inegalite que la difference M'— M, sielle estposi- 
twe, est inferieure a un nombre qui tend vers zero quand h grandit 
indefiniment. Par un choix convenable de A, elle pourra etre rendue 
plus petite que tout nombre donne. 

Nous pouvons maintenant d^montrer la proposition que nous avons 
enoncee. Supposons que Ton parte de differents systemes d'intervalles 
et que, dans chaque systeme* on fasse tendre tous les intervalles vers 
z^ro, en subdivisant, comme il a 6te indique, les intervalles a Tinfini. 
Nous avons demontre qu*il y a une limite pour la somme M, dans 
cbaque mode de subdivision : je dis que toutes ces limites sont Egales. 

En effet, soit |x la limite de M dans un premier systeme de division; 
soit [il la limite dans un autre systeme. Si ces deux limites ne sont pas 
Egales, on aura jx^> jx par exemple. 
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Cela pose, dans le systeme d'intervalles correspondant a la limite fx, 
on peut prendre le nombre d*intervalles assez grand pour que la somme 
M correspondante satisfasse aux inegalites 

alors, dans le sysleme d*intervalles correspondant a la limite |x\ toutes 
les sommesM' seront superieures a fx' et par consequent ^ M. Supposons 
que Ton ait pousse assez loin la division des intervalles pour que tons 
les intervalles correspondant a la somme M' soient plus petits que les 
intervalles correspondant a M divis^s par A. On aura 

Ainsi on pourrait rendre la difference positive M' — M inferieure a tout 
nombre donne en prenant h suffisamment grand. Cela est ^videmment 
impossible si |x'> fx, puisque la somme M' est superieure k /x' et la 
somme M inferieure a fx -f- c. Done 

et comme on peut prendre a aussi petit qu'on le veut, on voit que 
M'-- ' M devrait demeurer superieur k un nombre determine. Done 
fx' ne peut etre different de |x. 

Ainsi, quel que soit le systeme primitif d'intervalles, si on le subdi- 
vise k Tinfini d'une maniere quelconque, pourvu que tons les intervalles 
tendent vers zero, la somme M tendra toujours en decroissaot vers une 
limite parfaitement d^terminee fx. 

Pour completer notre demonstration, il importe de remarquer qu'on 
ne fait pas toujours tend re les intervalles vers zero par le mode de sub- 
division qui a ete indique. Par exemple, on peut diviser I'intervalle 
(a, b) en n parties egales> puis en /i + i, puis en /i + 2, et ainsi de 
suite. II importe d'examiner tons ces cas; mais ici la discussion devient 
tres-simple. 

La somme M relative a tout systeme d'intervalles est evidemment 
superieure ajx; car, si Ton part de ce systeme d'intervalles en lesubdi^ 
visant, la somme M, d'apr^s ce qui a et6 demontre, tend vers /j. par des 
valeurs decroissantes. II suffit done de demontrer que, lorsque tous les 
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iDtervailes tendent vers zero d'une maniere qoeiconqoe, elle finil par 
differer de jx d'aussi peu qu*OD le veal. 

A cet effet, nous avoDs vu qu^en partant d*an premier sjslene d'iiH 
tervalles et en le subdivisaot a FinfiDi on peat obteoir on sTSteme 
d*intervalles pour lequel on ait 



«< 



a 



*> 



c etaot aussi petit qu*OD le Teot* Des que Ton aura toot autre ftfsteme 
d'intervalies tous plus petits que les intervalies correspoudant a M, 
divises par A, la somme M' correspoodante sera plus petite que 

/6-^(B--A; . ^ (6-^vB-A^ 

Comme on peut rendre ^ et 7 aussi petits qu*on le reut, on Toit que la 

sonimc M se rapprochera toujours de !x» quels que soient les modes 
de division adoptes, pourvu que tous les intervalies tendeot vers zero. 
Nous sommes maintenant en mesure dedonner, en toute rigueur, la 
definition de Tintegrale detinie d*apre$ Riemann ; mais, des a present, 
nous pouvons diviser en deux grandes classes les functions discontinues. 
Nous venous de demontrer que les trois sommes 
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tendent vers des limites finies et determinees quaod tous les ioterviUes 
tendeni v«9 lero. Nous pouvons ippeler ces limites U^^ m^^ ^. 
Ona 



II est clair que la nature intime de la function depend sortout de la 
limite ^. 

Pour une premiere classe de fonctions, on aura 

A^ = o, M^=iii^ 

pour la deoxieme classe, A^ sera en general une fonction de a et de i, 
differente de lero. 
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RiemaDn a fait connaitre un caractere simple qui permet de rooon- 
naitre si la sommc 

tend vers zero. Prenons une quantite g fixe, mais aussi petite qirou le 
voudra. Pour que la somme A tende vers ziro, il faut et il sujfii que la 
grandeur totale des intervalles pour lesquels V oscillation est plus gtande 
que a tende vers zdro quand n augmente indifiniment. 

Cette condition est necessaire. En eflet, si elle n'est pas remplie, la 
contribution des intervalles oil Toscillation est plus grande que 7 ^ la 
somme A sera plus grande queleur longueur totale / multipliee par a; 
et, comme / ne tend pas vers zero, A sera toujours plus grand que la et 
ne tendra pas vers zero. 

Elle est sufBsante; car, si elle est remplie, la contribution des inter- 
valles oil Toscillation est plus grande que c sera plus petite que 
/(B —A). D'ailleurs, la grandeur totale des autres intervalles etant plus 
petite que (6 — a), on aura 

A</{B-A)-l-(7(fr-fl), 

/ tendant vers zero et a pouvant etre pris aussi petit qu'on le veut; on 

pent demontrer ainsi que A^^ est inferieur a tout nombre positif aussi 

petit qu*on le veut. Done 

A«A = o. 

II imporle de remarquer que, dans les demonstrations precedentes, 
nous avons suppose a < 6. Si a etait plus grand que 6, on arriverait de 
memeaunelimite, en intercalantdesquantitesdecroissantesxi, j?,,..., 

On aura ainsi deux limites egales et contraires suivant le sens dans 
lequel on supposera parcoaru an intervalle; on aurait 

M«* =r — Mfa, A^ = — A*,, 

et, en general, 

!!«»= If«*4-Mi«, A^= A« -h A<«,.... 
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III. — Definition de Vintegrale definie. 

Soil f[x) une fonclion continue de x qui reste comprise, quand x 
varie de a a i, entre deux nombres fixes A, B el prenons entre a et i 
une serie de valeurs^i, a?2,..., ^h-m rangees par ordre de grandeur. 
Designons toujours x^—a par cJ,; x^-^x^ par c^2»'--» ©t soient en 
outre^i, 52,...,6„ des nombres positifs, inferieurs ou egaux k I'unite. 
Gonsiderons la somme 

II est clair qu*elle depend a la fois du choix des intervalles i et des 
quanlitesd. Examinons d'abord comment elle varie quand on donne aux 
Q tons les systemes possibles de valeurs. 

Designons par M/t m^ les limites maxima et minima de la fonclion 
dans le i'^'"* intervalle. Le terme 8if{xi -h 6/^, ^i^^) demeurera compris 
lorsque d/^f variera entre e^/M/ et ^i/7i/, et il s'approchera autant qu*on 
le voudra de Tune ou de Tautre de ces quantit^s. Done la somme 1 de- 
meurera comprise entre les deux sommes 

M = i,M, 4-.. .-4-d,M«, 
m = di /Hi -f- . . . -h 4„ /Hn, 

dont elle pourra s*approcber autant qu*on voudra. 

Done, si Ton suppose que tons les intervalles c^tendent vers zero, leur 
nombre augmentantindefiniment, pour que la somme 2 ait une limite, 
quels que soient les d, il faut et il suffit que les limites de M et de /n soient 
egales, et par consequent que Ton ait 

Done la condition necessaire et suffisanle pour que la somme 1 ait une 
limite^ cest que la grandeur totale des intervalles dans lesquels les oscilla- 
tions sont plus grandes que a tende vers zdro quand tous les intervalles 
tendent vers zeroy a itantfixe^ mais aussi petit qu on le veut. 

Si cette condition est remplie, la limite de 1 est dite I'integrale de 
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f[x) entre les limites a, h. On a 

(2) lim2= C f{x)dx = - C''f[x)dx. 

Remarque. — Si la somme A^ n'est pas nulle, la limite de 2 depen- 
dra du choix des quantites 6 et pourra prendre toutes les valeurs inter- 
mediaires entr M^^ et m^. 1 ne pent done, dans tous les cos, que tendre 
vers une limite ou itre inditerminde. 

On a evidemment 

■ B(6 — a)<2<A(^ — a). 

Les fonctions continues sonttoujours susceptiblesd'integration; cela 
resulte du theoreme suivant : 

Thisoreme III. — Etant donnde une fonctionf{x) continue dans 
I *intervalle [a^b)^on peut assigner, pour chaque valeur de c, aussi petite 
qu*on le veut, une quantitS $ telle, que si Von subdivise Vintervalle (a, b) en 
intervaUes tous plus petits que 8, les oscillations de la/onction dans ces in- 
tervaUes soient toutes plus petites que a. 

Ce theoreme se trouve dans Touvrage de M. Thomae, Abriss einer 
Theorie der complexen Functionenj Halle, 1873. La demonstration nou- 
velle que nous en donnons offre Tavantage de s'appliqueraux fonctions 
de plusieurs variables. 

Divisons Tintervalle {a, b) en intervalles ^^ ^s»'-» ^^n* puis chacun 
de ceux-ci en intervalles plus petits, et ainsi de suite. Je disqu'on finira 
par obtenir un syst^me d'intervalles dans lequel les oseillations seront 

plus petites que -• En effet, s'il n'en est pas ainsi, comme les oscilla- 
tions diminuent ou restcnt constantes quand on subdivise les inter- 
valles, on ne pourra obtenir que le resultat suivant : 

Dans un intervalledipour lequel Toscillation est plus grande que - 
il y aura au moins un nouvel intervalle JS' dans lequel Toscillation sera 
superieure a -9 puis dans celui-ci au moins un nouvel intervalle pour 

lequel I'oscillation sera encore superieure k -j et ainsi de suite. On 
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aura une suite illimit^e d'intervalles^ tous compris les uns dans les au- 
tres et tendant vers z6ro, pour lesquels roscillaiion demeurera supe- 

fieure k -• Les limites inferieures et superieures de ces intervalles 

^taut, les unes croissantes ou constantes, les autres decroissantes ou 
constantes, et rintervalle tendant vers zero, ces deux series de limites 
tendront vers une valeur commune / qui aura la propriete suivante : 
Dans tout intervalle (/— - A, / + h), les oscillations de la fonction seront, 

quel que soit hy plus grandes que -• Or cela est impossible si la fonc- 

tion est continue pour x= I; car alors on pent trouver une quantite h 
telle que Ton ait 

en valeur absolue. Alors la difierence des valeurs de la fonction, pour 
deux valeurs de x comprises entre I— het I -h h^ sera necessairement 

plus petite que a ^ ou -• II est done impossible que, dans quelques-uns 

des intervalles, Toscillation demeure sup^rieure a~* 

Supposons done qu'on ait conslitue, au moyen des valeurs a, a?,,..., 
a?;,.!, bf un syst^me d'intervalles pour lesquels les oscillations soient 

plus petites que • Soit d le plus petit de ces intervalles : si Ton sub- 

divise {a,b) par des valeurs 

X** y^f ' ' ' 9 Xp-^9 

telles que 

• ■ 

alors deux valeurs consecutives dey ne pourront comprendre que Tune 
des quantites Xi et Toscillation dans I'intervalle (7^, 7^, ) sera au plus 

egale k - s*il n'y a pas de quantite x,^ comprise entre yg ety^,, et au 

plus 6gale k a s'il y a une quantite x^^ entre j'^ et y^+, . 

Corollaire. — Toute fonction continue est susceptible d'integration. 

II importe de remarquer que cette propriete subsiste si la fonction, 
tout en 6tant g^n^ralement continue, devient discontinue pour certaines 
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valeurs en nombre limit6 /, /', /",..• de la variable x; car alors les os- 
cillations de la fonction ne pourront demeurer plus grandes que a que 
dans les intervalles 

/-A, /-f-A; /'-A, /'^-A; /" — A, T-f-A,..., 

dont la grandeur totale pent etre rendue aussi petite qu'on le veut. 

IV. — Consequences de la definition de Vint4grale. 

Des consequences de diverse nature peuvent etre deduites de la defi- 
nition precSdente de Tintegrale. 

D^abord Vintigrale de la fonction f[x) continuera a exister et ne 
changerapas devaleur^ si Von change les valeurs def{x) pour un nombre 
Umiti de valeurs de X . . 

En eStiy soient /, l\ I",... les valeurs de o^pour lesquelles on change 
les valeurs Aef[x). Les oscillations dans les intervalles [I— h,l + A), 
(/' — hy Z' + A),... pourront devenir plus grandes que a; raais la lon- 
gueur totale de ces intervalles pourra ^tre rendue aussi petite qu'on le 
voudra. L'integrale continuera done k exister. D'autre part, la valeur 
n'aurapas change, puisque dans la somme 2 

on pent toujours ^viter les quantites /, l\ par un choix convenable des 
quantites Q. La remarque precedente pourrait etre beaucoup etenduc, 
mais elle suffit pour Tobjet que nous nous proposons. 
En second lieu, Vintdgrale 



J 

•/a 



f(x)dx 



est toujours une fonction continue de x. En effet, soient A et B deux 
Iiniitesde/(a:). L'accroissement de l'integrale, quand on donnea a? un 
accroissement h positif ou negatif, est 



•/j: 



f{x) dx. 



et il sera compris entre les limites A A et BA. II tendra done vers zero 
avec A. 

lO. 



7€ 
fif) ivomhtt^ lieu, soit 



F>: :- / f'r)dx. 



el buppoboos que /V soil continue' pour la ralenr jr=X|,. Alois, 
daub riutervalle >i,,^„ -^ It ,. f \^ . ^^ comprise enlre/'>i., — r et 
/ ';« ^; — ^, -? teiitUiut vert ateru avec /t. On aura douc 



»rff-T / 



d'ou 






,. F- jr.. -^ It ' F(jr, ■'. ,, 



Aiosi la foncdon f ^ QCj sera la derivie def^x;^ pour umia leg vakun 
de X pour U$^wdJk$/' Xj est coniUme. 

Oo deuAOfitrerait d*uoe iD^iulere toute seaiblaLle frexirarL IX que* 
i>i uae fouclioo bUbceptible d'jotegraliOD/(a:^^ est ia deriree d^une autre 
fouciioo F((ry^ ou a uecet>baireiueDt 



X' 



f{x)dxz.-V{x)-¥:a,. 



La divibiou de^ fooctious dibcoutioues en deuK elasses, les noes sos- 
i'^|>Ul>leb d'int^gratioo, leb autreb ooo inlegrables, a ooe grande im- 
portaoce^ et leb rernarqueb buivaoteb mootreutquece caraclere se con- 
i^rve \i Ira verb deb IranbformatioDb treb-varieea de la foDclion. 

Soit ^iu) uue foactioo de u telle que 

«oUcompribe eotre deux limites (ioies a, /3 quand a et (^ prennent toutes 
leb vttleurb compribeb enlre A et U • 

Alors leb obclllalioob de la function /(a?) toujours comprise entre A 
et B et celles de U fouction 9 [f{oo)] seront ^videmment du m^me ordre 
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dans tout intervalle et, par conseqaenti les deux fonclions /(a?). 
(p[/{x)] appartiennent a la meme classe. Par exemple, siunefonc- 
tionf[x) est integrable^ il en sera de mime desfonctions 

Nous allons maintenant indiquer des classes de fonctions disconti- 
nues susceptibles d'integrationi elk cet effet nous allons donner d'abord 
quelques propositions indispensables sur la theorie des series. 

■ 

V. — Des series. 

Toutes les fois qu'une s^rie reste convergente quand on prend tous 
ses termes avec le meme signe, la somme de cette serie est indepen- 
dante de Tordre des termes, et nous dirons, pour abreger, que la sSrie 
est absotument convergente. 

Nous dirons qu'une serie 

T*!-^)* ?l(^)> <P2(^),- • .» 

dont tous les termes sont des fonclions continues ou discontinues de Xy 
est igalement ou uniformdment {gleichmdssig) cowergente {* ) dans un 
intervalle donn^ {a, b) quand on pent prendre n assez grand pour que 
le reste R;, de la serie soil inferieur a une quantite c aussi petite qu'on 
le veut pour toutes les valours de x egales a a, 6, ou comprises entre a 
et b. 

Une s^rie pent etre toujours convergente dans une intervalle donne, 
sans etre uniformSment convergente dans cet intervalle. En voici un 
premier exemple. Gonsiderons la serie 

qui est convergente pour toute valour de x. La s^rie n'est pas igale- 
ment convergente dans Tintervalle (o,i). En effet, le reste R;, a pour 
expression 

( ' ) Foir, au sujet des series k ^gale convergence et de leur emploi dans la replantation 
des fonctions en series trigonomdtriques, diff^rents travaux de MM. Heine^ Thomae Cantor, 
dans le Journal de M, Borchardt, 
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il tend vers z6ro avec -9* quelle que soil la valeur fixe donn^e ^ x. 
Mais, dans rintervalle (0,1 ), il y a toujours une valeur de x egale a - 

pour laquelle on a R„ = -• Done R;, ne pent pas etre rendu, quel que 

soit x^ plus petit que a pour une valeur fixe donnee k n ; son maxi- 
mum ne tend pas vers ziro quand n augmente inddfiniment. Si Ton pre* 
nait la serie 

le reste R^ tendrait bien vers z^ro avec -» pour toute valeur fixe Aex; 

mais la valeur maximum - dans Tintervalle (0,1), au lieu de tendre vers 

z^ro, croitrait indefiniment avec n. 
Thi£or]bm£ !¥• — Si une serie 

f[x)= 9. [x) -h cp. (x) -h. . . 

est uniformdment convergente dans un ihteryalle donnd (a, h) et, si ses termes 
sont des fonctions continues de Xf eUe represente dans cet intervalle une 
/onction continue de x. 

En effet, decomposons/(a7) en deux parties, la somme S,, {x) des n pre- 
miers termes et le reste R|, {x). On pourra prendre n assez grand pour 
que, quel que soit x^ Ra(^) soit, dans Tintervalle considere, plus petit 
que a. Or on a 

et 

R„{x±e/o — r,.{^)<2o- 

en valeur absolue. Les termes ^tant des fonctions continues, on pent 
prendre eusuile h assez petit pour que Ton ait 

en valeur absolue ; done on pent prendre h assez petit pour que Ton ait 

f[x±eh)-f(x)<^z<i 

en valeur absolue; ce qui est la definition meme de la continuity. 
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Pour ce qui concerue les limites de riuteryalle (a, b)^ on demontre- 
rait de meme que 

f(a) = \im f {a -^h), /(6) = lim/(6~ A), 
h tendant vers zero par des valeurs positives. 

Remarque. — La reciproque de ce theorfeme n'est pas vraie. Nous 
avons donne plus haut un exemple d'une fonction continue, develop- 
pable en uneserie de fonctions continues qui n'estpas egalement con- 
vergente; niais on pent enoncer le coroUaire suivant : 

Si une fonction /(a?) est developpable en une serie convergente 
dansTintervalle (a, b)^ et si la fonction est discontinue pour une va- 
leur a?o de x comprise dans I'intervalle (a, 6), la serie ne pourra 6tre 
egalement couvergente dans un intervalle quelconque comprenant la 
valeur Xq. 

Nous supposonSy bien entendu, que les termes sont des fonctions con- 
tinues de X. 

Par exemple, les series trigonoraetriques qui developpent des fonc- 
tions discontinues ne peuvent etre uniformement convergentes dans des 
intervalles comprenant une des valeurs pour lesquelles la fonction est 

discontinue. Ainsi la serie 

sin2/i7rx 



1 



n 



serie toujours convergente, n'est pas uniformement convergente dans 
tout intervalle comprenant un multiple impair de •^. 

II existe des fonctions discontinues telles que /(a? 4- h) et/{x --k) 
aient, lorsque h tend vers zero par des valeurs positives, des limites diffe- 
rentes de/(a?). Nous distinguerons ces limites, k I'exemple de Dirichlet, 
par/(a? -h o) et/(a: — o). Par exemple, la fonction E {x) qui repre- 
sente le plus grand entier contenu dans x est telle que, pour tout 
nombre entier n, on a 

E (n — o)~/i— I, E(/i) = /i, E(n-f-o)=:/i. 

Soit de meme (x) la fonction qui repr^sente la difference entre x 
et rentier le plus voisin. Cette fonction serait indeterminee pour 
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X = eotier + ^; nous poserons alors 

(^) = o, pour ^ = enlier-f- j. 

Gette fonction est toujours continue, excepte pour les valeurs de x de la 
forme n + ^. n etant entier. On a alors 

Cest k des fonctions de ce genre que s'applique le theoreme sui- 
vant : 

Theoreme V. — Si les termes d'une sdrie uniformiment convergente 

sont des fonctions (p„ {x) pour lesquelles (p„{x -j- o) ou (p„{x — o) existent^ 
la sdrie jouit de la mime propriete^ et Von a 

f(x 4-o) = 9,(a: H-o) -4-. . .-+- <pn{a:-l-o) -h. . . 
/( a; — o) = cp, ( r — o) 4- . . . -f- 9„ (^ — o ) H- . . . • 

Ce theoreme se demontre comme le precedent. 

On voit qu'une serie uniformement convergente dans un intervalle 
donn^ peut, en quelque sorte, etre traitec comme les sommes com- 
posees d'un nombre limits de termes. 

Le theoreme precedent va nous permettre de definir des fonctions 
discontinues dans tout intervalle. 

Soit la serie 

f(x)==ai ~^^-^-l-«»— i ^ -{-... -ha^— -'• 

•^ X 2.x nx 

Si la seri6 des constantes 

A = fli -I- /ii -f- . . . -f- flu -f- . . . 

» 

est absolument convergente, la serie /(a?) aura ses termes inferieurs a 
ceux de la serie A, son reste inferieur, quel que soit x^ k celui de A : 
elle sera done uniformement convergente dans tout intervalle. On aura 
done 

f[x±o) = lan — -• 

/I X 
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Si X est incommensurable, la fonction/(a7) est continue. 

Si X est commensurable et egal k la fraction irrSductible ^9 on a 
bien 

mais 

Ainsi la fonction f[x) est discontinue pour toutes les valeurs com- 
mensurables de x. 
Soit encore la serie 

oil (x) a la signification indiquee precedemment. Le reste de cette 
serie est inf^rieur a celui de la s^rie des constantes 

A = fli -+- flj -f- . • . , 

et, par consequent, la serie /(a?) sera uniforroementconvergente dans 
tout intervalle si la serie A est absolument convergente. 
Cela pose pour toute valeur incommensurable de x ou pour toute 

valeur commensurable de la forme — ^— » nx ne sera jamais egal, quel 

que soit n, a un entier plus ^ et, par consequent, la fonction {nx) sera 
continue. On aura done, pour toute valeur de x de la forme indiquee, 

Iim/(:r±A)=/(ar). 

La fonction /(a?) est continue pour toutes les valeurs incommensu- 

rables de x et pour toutes les valeurs de la forme — £— • 

Considerons, au contraire, les valeurs commensurables de x qui, re- 

duites k leur plus simple expression, sent de la forme -^iP sera n^ces- 
sairement impair, et Ton aura 

{qX'^o) = (qx) — \, (qx--o) = {qx)'hi, 
{3qx+ o)={iqx) — |, {3qx— o) = (3qx)'\'\,. . .; 

Annates de VicoU NormaU. 3* S^rie. Tome IV. 1 1 
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par suite, 

f{x 4-o)=/(x) — i(fly-+-a»y-+-as^ 4-...). 

/ ( X — O ) =f[x) -4- H «y -+- «>f+- «*f -*-••• )• 

Ainsi la fonction/(j?) est discontinue de telle maniere qu*il y ait 
une limite pour/(a: -h h) et f{x — h) quand h tend vers zero par des 
valeurs positives, et cela pour une infinite de valeurs de x dans tout 
intervalle donne.. 

Theoreme V. — Si tous les termes d^uneserie sont des fonctions con- 
tinues ou discontinues susceptibles d' integration, et si la sine est uniforme- 
ment convergente dans un intervalle donnd (a, ft), lafonction que repre- 
sente la sdrie, et qui nest pas ndcessairement continue, sera susceptible 
d' integration . Son intdgrale sera la somme des intigrales de tous ses 
termes. 

Decomposons la serie en deux parties, la sorome des n premiers 
termes et le reste. On aura, en d^signant par /(a:) la fonction repre- 
sentee par la serie. 

On peut prendre, par hypothese, n assez grand pour que R« [x) de- 
meure, quel que soit x^ inferieur k a. D'autre part, si, comme nous 
le supposons, les termes ne deviennent pas infinis, S;, (j?) demeurera 
comprise entre deux limites fixes quand x prendra toutes les valeurs 
comprises dans I'intervalle (a, h)i done deja la fonction/(a?) satisfait 
a la premiere condition d'integrabilite. Elle demeure comprise entre 
deux limites fixes quand x varie de a a ft. 
D*apres cela, si nous formons la somme 

relative k Tintervalle (a, x) compris dans (a, ft), cette somme ne pourra 
(art. Ill) que tendre vers une limite finie ou etre indetermin^e. Si elle 
tend vers une limite finie, la fonction est int^grable. Tout se r^duit done 
k montrer que 2 n'est pasindetermin^e. Or decomposons la somme 2 en 
deux parties en remplagant chaque valeur de f[x) par S«(a7) -h R;,(a?). 

Nous aurons 

2 = 2'-f■2^ 

1' etant la partie de la somme o\xf{x) est remplac^e par S^[x) et 2" 



«k 
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la partie o\xf{x) est remplacee par fin{x). Les termes elant integra- 
bles, ii en sera de meme de la somme Sn(ar), et par consequent 1' 
tendra vers une limite finie et determinee. Quant a l'\ comme R^, est 
inferieur a ^, 2" sera toujours comprise entre (7 (ft — a) et — (7{b — a) ; 
1 sera done comprise entre 

Comme on pent prendre n assez grand pour que fj soit aussi petit qu*on 
le veut, on voit que la somme 2 ne peut rester indeterminee, puisqu'elle 
demeure comprise entre deux quantites qui different aussi peu qu*on 
le veul. Done la fonction/fo;; est susceptible d*integration, et son 
integrale est la somme des integrales de tous les termes. 

CoroUaire. — La serie des integrales des termes est uniformement 
convergente dans le meme interval le que/^o;}. 

Theoreme VI. — J^iani donnee une serie f{ x) donl tous les termes sont 
des/onctions continues ayant des derivees^ si la serie des ddrivees est uni- 
formiment convergente dans un intervalle donne et si ses termes sont sus^ 
ceptibles d^intdgration^ eUe representera la ddrivde de la serie f{x). 

Soient 
la serie proposee et 

la serie des derivees. Soit S« la somme des n premiers termes de cette 
serie : on aura, d'apres le tbeoreme precMent, 

f[x)^f{a)= f f,{x)dx= r^{x)dx^ r fi.(x)dx. 

Prenons n assez grand pour que R«(arj soit dans tout rinterralle eon- 

R«(x)<£r sera inferieur en valeiir ak- 
solue a ^h. On aura 



>lj' ^'^'^''-T 



II 
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et, en faisant tendre h vers zero, 
done 

Um'^ ^ — ^ — =f,{x) C. Q. F. D. 

Remarque. — Si les conditions que nous avons indiquees dans Tenonce 
du theoreme Y ne sont pas toutes rempliesi on n'a pas le droit d'inte- 
grer, sans unexamen prealabie, tous les termes de la s^rie. Nousallons 
donner un exerople d*une sirie toujours cons^ergenie reprdsentant une 
fonction continue f{x) de x et telle que la sdrie des intigrales, qui est tou- 
jours convergente, ne reprisente pas I'intdgrale def{x). 
Soil 

(a) — 2^e-^=V [— 2n'xe-****-f-a{ii4-i)"^e~<-^')'''.] 

Int6grons entreles limites z^ro et x\ l*int£grale du premier membre est 

e-^*— I. 
La serie des integrates des termes est 

\ [ e-**'* — e-("^-' )*•" ] ; 

elle est toujours convergente, et a pour somme e"**et non c"*'— i. 
Une des conditions indiquees par le th^orfeme Y n'est pas en efTet 
remplie; la serie {ol) n'est pas uniform^ment convergente dans Tinter- 
valle (o, a?). 

Theoreme YII. — Soit la sdrie 

si la sdrie 

f{X'hh)—f{x) _ « <p,(x4^A)— <p^(^) 

A -^ A ' 

considdrde comme fonction de h^ est uniformdment convergente quand h 
prend toutes Us valeurs comprises entre zdro et un nombre fixe positif. 
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on a, h tendant vers ziro par des valeun positives, 

„^/(^ + A)-/(x)^^„^9.(x-KA)-y.(x) 
n n 

de mime^ si la serie demeure uni/ormSment corwergente quand h prend 
I touies les valeurs comprises entre zdro et un nomhrefixe nigaJtif^ on a 

^,^f(a:-h)-f{x) ^ 2 ,._^ y,(x-A)-y.(^)^ 
— n — n 

h tendant vers zero par des valeurs positives . 

Ge theorbme est Evident, inais il a ud6 utility r^elle: c'est pour cela 
que nous TenonQODS explicitement. 

On sail peu de chose sur la continuity des series en general. Aussi 
croyons-nous que les th^orfemes suivantSi quoique d'une application 
limit^et pourront avoir un certain interet. 

TflEOR^ME VIII. — Si une sdrie a termes positifs, fonctions continues 
de ccy est telle que dans un intervaUe (a, b) les termes puissent separiager 
en deux groupes nettement siparis^ Vun formd de termes croissants ^ V autre 
de termes ddcroissants ^ la sdrie sera dans VintervaUe [a, b) une fonction 
continue de x. 

m 

D'aprbs rhypoth^se du th^oreme, nous pouvons decomposer la serie 
en deux autres, I'une pour laquelle les termes croissenti Tautre pour 
laquelle les termes decroissent. II suffira done de d^montrer la propo- 
sition pour le cas oil les termes sont tons croissants ou tons d^crois- 
sants. 

Supposons, en premier lieui les termes croissants; je disd'abord que 

Ton a 

lim/(x-/l)=/(x), 

h tendant vers z6ro par des valeurs positives. 

En effet, d^composons la shT\^f[x) en ses deux parties S;,, Rj,. On 
aura 

/(j:) = S«(x)-f-R,(j:), 
./(:r-A) = a.(^-A)-hR.(^-A). 

Lorsque h tend vers zero,/(j: — h) crolt sans cesse. Elle a done une 
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limtte egaieou inf^rieore a/ jc . D'un autre c6(e. cette limite est su- 
perienrea celle^leS^'x — A quiestS, Jt: . Ainsi la limite «le/" x — A 
ejrt comprise entre S^- .r ■ et /'x, : die ne peut done etre que / r . 
Je riiA maintenant que 

A tenHant vers zero par des vaietirs positives. 
Bn effet, on a 

f X -^ h; = ^ X ^ h — R,. X — A . 

/^x -^ A deeroissant avec A a une limite egale ou saperieure a/' jr\ 
D'ailieors, tous les termes etant decroissants* on a. A, eUnt'plus petit 
que A, 

R,.x-^A, <^ R, X -i- A . 

Donr 

f[x^h, <S;ix — A,; — R,. X — /i . 

et par suifet lorsque A, tend vers lero, 

lim/'x — At J <iix: -h- R,< X ^ A;; 

R;^r.r ^ A pouvant etre pris auasi petit qa*on le veut, on voit que 

lim/x^A)=/(x;. 

La demooatration se £ut de la meme maniere quand tous ies termes 
deeroiflsent. La proposition est done demontree dans toute son etendue. 

Tiriottim 0[. — Si une serief'x doniks terma $omi desjhnetioms 
contmmes 

^(x)-r- 9,(X) -H. ..-hQ,(x. -K ... 

<f:pr ab9fAtment am»ergenu pour x = a. x = b ei unites les raieurs de x 
compntes e$Ure aethet que dans cet auetvaHe la serie puisse se partager 
en deux autreSj pour ehaeune desqudles les termes varient tous dans le 
mime sens, la serie represemee une function comUnme de x dans VmiervaiBe 
m, Ik,. 

Bn eflR^t, il soifira de considerer separement les termes positife et les 
termer negatifs et d'appliquer la proposition precedence. 

Les deux tbeoremes qui precedent pourraient se rattaeher a ia notion 
des s^es egalemeni convergentes. ?iofu avons prefereen donner des 
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(lemoQstratioDS el^mentaires. Yoici d'autres propositions s'appliquant 
au cas oil les series ne sont pas absolument convergentes. 

Theori^me X. — Silasdrie 

( A ) a^t a„ ^3, . . . , a„ 

est convergente^ Hen sera de m£me de la suivante : 

(B) floC* -H fli €1 -4-. . . H- a^gfl-f- •••> 
ou Von suppose seulement que 



6oj £i> • • • > €. 



n 



forment une suite croissante ou dicroissante, mats telle que s^ ait une 
limite Jinicy e^, quand n crott indifiniment. 

Le theorbme peut etre consider^ comme equivalant k une proposi- 
tion d'Abel dans le Memoire sur la s^rie du bindme. Nous Tenoncons 
seulement en lui donnant toute I'extension dont il nous parait suscep- 
tible. 

Pour le demontrer, considerons la somme d'un nombre quelconque 
de termes de la serie B, k partir de s^^, an^^^ 

Si nous posoDs 

la s^rie A etant convergente, nous savons que Yin.p tend vers z^ro, quel 
que soit/>i quand n augmente ind^finiment. On a d'ailleurs 

^^m-k-p = *t«,^ Ha,^_i y 

et par suite 

Les quantites 

etant de meme signe, on a 
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flu etanl une moyenne entre les quantites RA.if-t R/1^9 et par conse- 
quent tendant vers zero avec elles, et par suite 

Hn+y €«-Hi -|-...-f- Clit^p in+p = l^\^it+t — ^iH-p) ~H ^n,p €»+./»• 

Or les quantites s variant dans le meme sens, elles sont toutes plus 
petites que la plus grande des quantites £„, 6„. Done le second membre 
est infi§rieur,en valeur absolue, a la plus grande des quantites 

II tend done vers zero d'apres les hypotheses faites quand n augmente 
indefinimenty et la proposition est demontree. 

Theoreme XI. — Soientla sine convergente 

et la suite 

formie defonctions continues dans VintervaUe {Ofb), et jouissant des pro- 
priites suivantes. Pour toute valeur de x egale a a, b^ ou comprise entre 
a etbj les fonctions forment une suite constante ou croissante ou decrois- 
sante^ c^est^a-dire que le signe de 

est le mime pour toute valeur de n. En outre 90 (^)» 9«(^) demeurent 
finies dans Vintervalk [a, b)\ alors la sirie 

sera toujours convergente et ddfinira unefoncUon de x continue dans tout 
rintervalle (a, 6). 

La convergence resulte du theoreme pr^c^dent; quant ^ la continuite, 
elleresulle de ce que la serie est uniformement convergente dans Tin- 
tervalle (a, b). En effet, le reste R;,, d'apres ce qui a 6te demontre pre- 
c^demmenty est inferieur k la plus grande des quantites 

9o(^)» fa^i^) demeurant par hypoth^se comprises entre des iimites 
fixes quand j^varie dans I'intervalle considere, on peut prendre n assez 
grand pour que le reste soit, quel que soit^, plus petit que a. 



) 
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L'application des propositions pr^cedentes aux series ordonn^es sui- 
vant les puissances croissantes de la variable x est immediate et evi- 
dente, mais on pent indiquer plusieurs autres applications. 

Par exemple, si la serie 



est convergente, la s^rie 



0>\j dsf..., dn 



» — «« 



oil les nombres ««, a2>*'-> a^forment une suite croissante ou d^crois- 
sante, definit une fonction continue de z^ except^ pour les yaleurs 
qui rendent un terme infini, etc. 

VI. — Uune classe de fonctions discontinues susceptibles 

d* integration. 

Nous ayons, dans Tarticle precedent, rencontr^ des fonctions discon- 
tinues, telles qii'il y ait des limites/(j? -h o),/(a? — o) diffi^rentes de 
/(x) pour/(x 4- h),f[x — A), lorsque h tend vers zero par des valeurs 
positives. On peut prendre des exemples plus g^neraux de fonctions 
ayant de telles propriet^s. 

Soit, par exemple, une fonction (f[x) definie dans Tintervalle (o, i) 
par une courbe telle que AB MW. Nous supposerons {fig. i) que 
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OA = IB'. Pour plusde simplicite, nous admettrons que la fonction, g^- 
neralement continue, soit discontinue pour la seule valeur x = \\ soit 



9(i) = DC, 

Annates de I'Ecole Normale. a* Sdrie. Tome IV. 
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etposons 
alors 

II est clair qu'on peut concevoir ou former une infinite de fonctioDS 
satisfaisant k de telles conditions. En dehors de Tintervalle (o, i), la 
fonction sera d^finie par 1 'Equation 9(0? -+- 1) = (p{x) et par consequent 
f{x) sera toujours inferieure k un nombre A. Cela pose, la s^rie 

sera toujours convergente, si la s^rie des conslantes 

est absolument convergente; et, en outre, le reste de la s^rie/(^) etant 
toujours inf^rieur a celui de la s^rie o\>i, oil Ton prend tous les termes 
positivement, multiplies par un nombre fixe A, il est clair que la serie 
/(a?) sera uniformement convergente dans tout intervalle. 

On verra comme prec^demment que /(a?) est continue pour toutes 
les valeurs incommensurables ou commensurables a d^nominateur im- 
pair. Au contraire, on aura 



4- fl»f H- . . . )» 



On pourrait multiplier les exemples de ce genre en rcmplagant (p{x) 
par une fonction non periodique, mais restant finie pour toute valeur 
de oDf en consid^rant, au lieu de la serie /(a?), la suivante : 

oil les quantites a^ sont des constantes quelconques. Nous nous conten- 
terons du cas particulier que nous avons examine. 

Cela pose, je dis que toutes les fonctions discontinues y telles que, pour 
chaque valeur de x,f[x -\- h) etf{x — h) aient une limite, quand hpo- 
sitiftend vers zdro, sont des fonctions susceptiblcs d' integration. 
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Cela est evident, en verlu du thdor^me y» pour lesfonctions d^veiop- 
pables en serie que nous avons formees; mais nous aliens d^montrer la 
proposition sans nous preoccuper de Torigine de ces fonctions. 

Par la definition, pour chaque valeur de x on pent trouver un nombre 
positifAy tel que Ton ait 

/(j?-h 6A)— /(x + oXo-, • en valeur absolue, 

. /{^ — e/o--/(^-o)<<7, o<0<i. 

Soit un intervalle (a, h). En partant de a on pourra done trouver une 
quantite d^ telle, que Ton ait 

/(«-He3,)-/{a-f-o)<-, e<i; 

je la prends aussi grande que possible, soit a + d| = x^. 

Ensuite je determine une quantite da la plus graode possible, telle 
que 

/(Xa-f.ed,)~/(^,-+-0)<-, 0<I, 

soit 

Je dis qu*en operant ainsi et en continuant indefiniment j'atteindrai la 
limite h. 
Supposons, en effet, que la suite indefiniment prolongee 

Xp = fl -f- Oi -f- Oj -f- . • . -4- d^ 

n'atteigne pas h\ elle aura une limite x egale ou inferieure k 6, et alors, 
quelque petit que soit A, il y aura une infinite de quantit^s x^ com- 
prises entre x — h^ix. Or, par parenthese, on pent trouver une quan- 
tity A, telle que 

/(^ __ Bh) ^f(x - o)< ^, o < e < I , 



pour toute valeur de d. De Tin^galit^ pr^c6dente il resulte que la dif- 
ference de deux valours quelconques de la fonction dans Tintervalle 

I [x — hy x) est plus petite que -• On aura done 



2 



f\xp + 0(;r^+y - x^)\ -f{Xp -+- o) < ^; 



12. 
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et par consequent, au lieu de passer de Xp k Xp^^, on pourrait aller 
a Xp^, ce qui est contraire a Thypothese que nous avons faite, puisque 
Xp^^ doit Stre la plus grande valeur de x^ telle que 

f[xp 4- Q{xp^x — Xp)] —f(xp -I- o)^ » en valeur absolue. 

II y a done contradiction k supposer que la suite des quantites a^i , 
x^f... n'atteint pas b. 

Supposons qu'on ait atteint b apr^s n operations, et soient 

tty X\ 9 JTjj * • * 9 Xjn—\ y O 

les yaleurs intercal^es. Formons les intervalles 
Dans les interyalles 

(flH-e, ^, — e), (4:,-+- e, j:, — e),. .., (a;,-, -+- e, 6 — €), 

les oscillations de la fonction sont plus pelites que a. Dans les autres 
elles sont quelconques ; mais la longueur totale de ces autres intervalles 
est 2(71 — I )e, et pent etre reodue aussi petite qu*on le veut par un 
choix convenable dee. Done la grandeur totale des intervalles, dans les- 
quels les oscillations sont plus grandes que (7, pent etre prise aussi pe- 
tite qu'on le veut, et par suite la fonction est toujours susceptible d'in- 
t^gration. 

II suitdecette demonstration que les fonctions discontinues quine 
sont pas susceptibles d'integration sont necessairement telles que, pour 
un nombre illimite de valours de x dans tout intervalle, (f[x + h) est 
indetermine quand h tend vers z^ro. 

• 

VII. — Uune premiere clcbsse de fonctions continues 

nay ant pa^ de derivde. 

Soit/(a?) une fonction pour Iaquelle/(a? -h o) et/(a? — o) existent 
toujours, et cherchons son integrale. Soit 



F{x)=:f''f{x)dx. 



3 
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On aura 

f f(x)dx. ' 

3C ak 



Supposons d'abord h positif. On pent, sans changer Tintegrale 
(art. IV), remplacer la vaIeur/(a7o) de/(^) par /(a?© -h o). Alors, 
dans rintervalle (it?©* ^o -hA), A 6tant suffisamment petit, on aura 
toujours 

/(^o 4- o) — (J<f{x) </(aro -f- o) H- (t. 

Done 

\f{x, -4- o) - d] A < F( ^0 4- A) - F (jr.) < [/(^. 4- o) 4- a] A, 

et par suite 

,. F(xo-+-A) — F(^«) ^, , 

lim — ^ -i ^—^ =/ (^0 4- o). 

On aurait de meme 

,. F(a?o-/i)-F(x.) ^. , 

lim -^^-^ — — - . ^ — ~ =/(x. — o). 

II y a done deux derivees, ou plutot la derivee n'existe pas toutes les 
fois que/(a?o -t- o) est different de f{x^ — o). Developpons quelques 
exemples. 
Soit 

on aura 

Les integrates des termes de la s^rie s'effectuent sans difficult^. On a 

(nx)dx= - I lx)dx= — [wxl', 

[x] designant une fonction egale k {x), excepte pour les valours ^gales 
k un entier + {, et qui a alors la valour 
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On a done 

La fonction definie par cette serie n'aura pas de d6rivee pour les va- 
leurs de x de la forme — • On aura alors 

Soil de meme la s^rie 

•^ ' X 7,'x n*x 

on trouve sans peine 

I —^^ -ax:=^\og(f{nx)y 

Jo ^ 

oil 

^(^) = 772T3:rE(^r 
et par suite 

F(.)=jr/(.)rfx=5;i5i^. 

Cette fonction n*aura pas de dSrivee pour les yaleurs commensu- 
rables de x. On pent lui substiluer le produit infini m 

^^'^^Yb{x)\^[%x)'^...\<^{nx)Y..., 

qui a les memes propri6tes. 

Mais on peut former directement, et sans recourir k Tintegration, 
beaucoup d'autres exemples de fonctions continues n'ayant pas de de- 



rivee. 



Soity par exemple, la fonction representee [fig. a) par la courbe OABC, 
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qui se compose d'une partie convexe OA oil la tangeote n'est jamais 
verticale, et qu'on reproduit iodefiniment en AB, BG,..., sur la droite 
OABC. On peut supposer, par exemple, que OA soil un arc de cercle 



Fig. a. 




ajant son centre au-dessous de Oiv. Une telle fooction (p {x) est con- 
tinue; elle a une derivee, except^ pour Ics abscisses correspondant 
aux points A, B» C»..., abscisses que nous supposerons egales k i, 2* 
3,..., n. De plus, (p{oc:) est toujours inferieure a I'ordonn^e d*une 
droite, c'est-a-dire k une expression de la forme A'd7 + B. Enfin 

jS ^) — 9\^) demeure visiblement, quels que soient x et h, com- 
prise entre deux nombres fixes qui sont les coefficients angulaires des 
tangentes a la premiere branche de courbe en et en A. 
Formons la serie 

qui sera convergente si la serie lna„ est absolumentconvergente. Cela 
r^sultedece que Ton a y(/ia?)<A/ia? + B. 
On aura 






=1 ""• 



(({nx-hnh) — (f{nx) 
nh 



Par hypothfese, ?i5^_±_?^'} — f[nx) ^^^^yy^^ toujours comprise entre 

deux limites fixes. La serie pr^c^dente est done ^galement convergente 
par rapport k a? et A dans tout intervalle, et en appliquant le tb^o- 
r^me Ylf, on a 

/i i^ nh 
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Supposons d'abord x incommensurable, alors nx le sera aussi. La 
fonction ^(X) aura une derivee pour X = nx^ et Ton aura 



lim 



nr-JL =2,na«<p {nxy 



±h 



Supposons, au conlraire, x= ^* Alors, pour tons les termes tels que nx 

soit entier,Ia limite de ^-^——^-^'^-^^^J sera differente, suivant que h 

tendra vers zero par des valours positives ou par des valours negatives. 

II y aura done deux limites differentes pour -^ ' y^ > suivant 

que h tendra vers zero par des valours positives ou par des valours ne- 
gatives. 

Yoici un autre exemple extremement general : 

Soit une courbe A| Aa A, convexe vers Taxe des x {fig* 3) , et inscri- 
vons dans cette courbe une. autre courbe OAf A2 A,..., formee d'arcs 



Fig. 3. 



rt, 








isol^s no pr^senlant pas leur concavity du cote de Taxe des x. Sup- 
posons si Ton veut, pour fixer les id^es, que 0A|, A, A^, As A3,... 
soient des lignes droiles, et considerons la fonction (f[x) representee 
par le polygene inscrit OAf A^ A,.... 

U est clair qu'on pourra trouver une infinite de syst^mes de con- 
stantes positives, tels que la serie 

soit absolument convergente pour toute valour de x. Par exemple, si 
Ton suppose que la courbe OA, A2 As-., soit la parabole representee 
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par Tequation y = x^^ et que le polygene OA, AaAj... soit compris 
entre la courbe et la parabolej = x^ -h kx -f- B, oil A et B sont posi- 
tifs, la serie/(a?) sera absolument convergente pour toutes les valeurs 
de a?, pourvu que la serie 

le soit aussi. 

Cela pose, il est clair que la fonction 9(0?) a une derivee pour toutes 
les valeurs de x qui ne sont pas les abscisses des sommets A|, As, As»... 
du polygone. 

Pour une de ces abscisses a„ correspondanl au sommet A„, il y aura, 
au contraire, deux limites differentes pour 

9(j?-f- A) — o(:r) 
A 

Si h tend vers zero par des valeurs positives, la limite correspondante 
est le coefficient angulaire du cdte A„ A;,^, . Si h est n^gatif, la limite 
est, au contraire, le coefficient angulaire de A;,., A^* Remarquons, de 

plus, que le rapport 

9(^:4- A) ~-9(^) 
A 

tend vers sa limite par des valeurs d^croissantes si h est positif, ou par 
des valeurs croissantes si h est negatif. On aura 

/(j?-hA)— /(^)_Y„^ 9(n^-j-/iA)— 9(/ix) 



=s 



nh 



Supposons d'abord qu'aucune des abscisses nx ne soit 6gale it Tab- 
scisse dn de Tun des sommets A„ du polygone : alors, d'apr^s le th6o- 
reme YIII, tons les termes variant dans le mSme sens quand A tend 
vers zero, on a 



lim 



/(a:±A)-/(^) ^ ,. . 



et la fonction/(a?) a une d^riv^e. 

Au contraire, si une ou plusieurs des abscisses nx correspondent k 
des sommets, il n'y aura pas de derivee. 

Supposons, comme application, que le polygone OAf A^... A„ soit 

AnnaUi de VtcoU NormaU, a* Serie. Tome IV. 1 3 
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inscrit dans la parabole dont requation est 

et que les abscisses des sommets Ao As,... soienti»2y 3,..., n,...; 
OD aura une fonctiou representee par le polygene des ponts suspendus. 
La fonction (p{x) aura pour expression 

Pour toutes les valeurs non enti^res de a? on a 

9'(jc)=:^aE(j;)-hi. 

Au contraire, si a? est entier, 

on aura par suite, pour x commensurable et 6gal k la fraction irr^duc- 

tible ^, 
q 

lim '^ •/ — s^-^— ^ = Ina^ [aE(/iar) -+- 1] 

et 

f(x — h) — fix) 
lim ^- _ A ■ -— =2iMi;,[2E(/ij:)-4-i] — 2(5^^ 4- ajflj^-i- 3ja,^ 4-...)« 

Vin. — Nouvelles fonctions continues nay ant pas de dSrivee. 

Employons maintenant la fonction introduite par M. Schwarz dans 
sa Note d^jk cit^e Sur une fonction continue liayantpas de dimie. 
Cette fonction est d^finie par Teq nation 

<p(ar) =E(x) •+- v^* — E(x). 

Elle est representee par une serie d'arcs de parabole OAi AB, BC,... 
{fiS^ 4)f tous^gauxetayantleur tangente enO,A,B,... yerticale. Cette 
fonction est ^videmment croissante, et elle est inf6rieure k Tor- 
donnee kx + B d'une droite. 



■^ 
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Cela pose, formons la s^rie 

ou a(, a,, a,,..., a^, sont des ({\x^xi\Xik^ positives lelles, que la serie 2/ia„ 
soil coDvergente. Alors la serie /(a;) est uniformement coDvergente 

• Fig. 4. 







dans tout intervalle. Elle represente une fonction continue et croissante 
de X. Cela est Evident : tous ses termes sont positifs et croissants. On a 

f{x -4- fi)—f{x) =: Ian [9(/ix 4- nA) — (f{nx)], 

et par suite, en prenant un seul terme de la serie, 

/(or 4- A) — /(^)>fl/,[9(n*H-nA) — (f{nx)].- 

Supposons X commensurable egal a - » et prenons n = q; 

f{x-hh )-f{x)^^ y(p-f-gA)-y(/0 



1 



ou, en substituant les valours de f{p) et ^(/i -4- yA), 



et par suite 



^>VI' 



f[x+h)-f( 

h 



„^ /(.-^A)-/(.) ^^^ 



quand h tend vers zdro par des valours positives. Ainsi la d^rivee de la 

fonction est infinie dans le sens positif pour toutes les valours com- 

mensurables de x. 

Pour completer Tetude de cette fonction, nous aliens montrer qu'il 

y a des incommensurables pour lesquelles la d6riv^e existe et est finie, 

i3. 
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d'autres pour lesquelles elle est infioie. Pour fixer les idees, prenons 
Alors 

/(j?-+- h)—'f(x) ^<f{nx -h nh) — <p(/i:r) 

la somme 1 etant etendue k un nombre fini, mais quelconque, de termes 
de la serie, qu'on choisira de la manifere la plus convenable. L'tnegalitc 
precedente se justifie d'elle-meme, tous les termes de la serie etant po- 
sitifs. Le second membre etant compost d'un nombre fini de termes, 
cberchons salimite, qui, d'apr^s la definition de (f[x), est 



2un^ 



2^nx — E{nx) 

Choisissons pour n les d^nominateurs des r^duites de rang impair du 

developpement de x en fraction continue. Ces reduites sont toutes infe- 

p 
rieures a a?. Designons-les par ^- Alors la somme precedente pourra 

s*6crire 

^ t I 

Or on a (voir Serret, Algihre supSrieure, 1. 1) 

Done, en remplagant Q/,a; — P„ par ^ — j on ne pent que diminuer la 
somme pr^c6dente, et Ton aura 

D'ailleurs, en appelant oin le quotient complet correspondant a Q^,, 
on a 

et par suite, a fortiori y 
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Prenons le premier terme de la somme qui figure dans le second- 
membre de Tinegalite, et supposons qu'on ait choisi Q;, arbitrairemeDt:* 
Alors, oLn n'entrant pas dans Q„, on peut le determiner de telle mani^re 
que le premier terme ait une valeur quelconque» par exemple une va- 

leur superieure k i ou a - • Dans le terme suivant il y aura un nouveau 

quotient a,^^ dont on pourra encore disposer arbitrairementi et ainsi 
de suite. On peut done former une incommensurable telle, que cbacun 
des termes soit superieur a Tunite, par exemple, et alors, en prenant 
un assez grand nombre de termes, on prouvera que 

n 

est plus grande que toute quantite donnee. Cette limite est done infinie 
dam les deuxsens^ car nous n'avons fait aucune hypothese sur le signe 
de h. 

Pour etablir que la fonction/(a?) a une derivee pour certaines va- 
leurs incommensurables, nous nous appuierons sar Tinegalite, facile k 
demontrer, a laquelle satisfait la fonction (f[x), 

^ 1 — — — - < r-T? en valeur absolue, 

A (x) 

[x) ayant la signification que nous lui avons dejk attribuee. Alors on 
voit que la serie 

V^ y(nj?-h nh) — 9(11^) 

coDsideree comme fonction de h, sera uniform^ment convergente si la 



> • 



serie 






est absolument convergente; et si cette derniere condition est remplie, 
on aura le droit de passer k la limite dans la serie precedente et d'^crire 



f'w=S*^ 



Tout se reduit done a montrer qu'il y a des incommensurables pour 



• 



• 



. •• • 



• 



• • • 



• • 
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/•leisquelles la s^rie 

est absolument convergente. 

Or, si n n'est pas le denominateur d'une reduite du developpement 
de 07 en fraction continue, on a 

(n^)> — J en valeur absolue 
' an 

{voir Serret, Algibre supdrieurCj he. cit.) et, par consequent, 

n^inx) an'* 

en valeur absolue. Done les termes qui ne correspondent pas aux de- 
nominateurs des reduites ferment une serie absolument convergente. 
Pour le denominateur Q„ d'une reduite, on a 

done 



< ».- <'-^r^' ('). 



Qf(0»:t)^ QX ^ Qk 



(') Les r^ultats de la th^rie des fractions continues, sur lesquels nous nous appuierons 

dans ce qui va suivre, peuvent 6tre r^um^s de la mani^re suivante : x 6tant rincommen- 

p 
surable, ~ la (/i + i)'^'* r^uite, a^ le quotient complet correspondant k Q., on a 

X - ^_ est compm entre »-^-^ et Q^^^^^Q^y 
Enfin, si n n*e8t pas le ddnominateur d'une reduite, 

(/ix) > — , en valeur absolue. 

Remarquons, en outre, que P,, Q, ne dependent que des quotients complets a., a,,. . . , 
a^.,. Si done une incommensurable est inconnue quand Q^ a6t^ oblenue, on pent cboisir a^ 
arbitrairement, c« qui donne P„^p Q,^„ puis a^, arbitrairement, et ainsi de suite. 
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OLn designant, comme precedemment, le n'^'"* quotient complet. Or il y 
a uneinfmit^ d'inconimensurables pour lesquelles la serie 



1 



«« + 2 



Q«^ 



sera convergente, par exemple toules celles pour lesquelles an ne d6- 
passe pas une certaine limite. 
Soil encore la s6rie 

f[x) = 2 flr, (sinnjTTr)*, 

qui sera egalement convergente dans tout intervalle si la s^rie l^a^ 
est absolument convergente. Nous allons d'abord etablir un lemme pr6- 
liminaire en chercbant une limite superieure de 

[sin(jc7r -hAtt) ]* — (sinarrr)^ 

lorsque, x restant fixe, h prend toutes les yaleurs possibles. Posons 

sin(ar7r -*- Att) =/*, sin^rr = a*. 

On pourra ecrire Texpression pr^c^dente 

, Air 
y' — a* sin(j:7r4-A7r) — sinarTT r-f-a 2 / AttX 

y* — a* hi: y^-¥ay-^a} hjt \ 2/' 

2 

y et a 6tant plus petits que i, Texpression est en valeur absolue inf^- 
rieure k -; -• Le minimum du denominateur a lieu pour 

^ -4- fl^' -4- a* * 

jK= — -• En substituant cette valeur dej^, on a done 



[sin(a:7rj4- Att)]* — (sin3?7r)* Stt 

"A " ^ i' 

3[sin(x7r)]* 

en valeur absolue, et quel que soit A. 
Ge lemme etant admis, revenons k la fonction/(a?) et supposons 



L 
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que X soit commensurable et egal a la fraction irreductible -• On 
aura 

/ \ /(ar-f- h )— f[x) ___ ^ [sin(nj?7r-f-nA7r )]^— ( sinnarTr)' 

(cc) ^— _^a, ^ -: 

sin/i^Tt ne pent prendre que les q valeursi 

sm-> sm — »•••> sm^-^ ^» smTu, 

dont la derniere est nuUe et correspond aux termes pour lesquels n est 
un multiple de q. D^composons la serie/(:i?) en deux, Tune ? (^) 
formee des termes pour lesquels n n'est pas multiple de 'q, Tautre 
^ [x) form6e des termes pour lesquels n est au contraire multiple de q. 
On aura 

((3) /(^H-A)-/(^)=9(j;H-yi)-(p(x)-+- + (:r4-A)-4^(x). 

Gonsid^rons d'abord la serie 9 [x) ; on a 



(y) 



9(j?-f- A) — 9 (^) _ « [sin(/iJ?7r-f- /iAtt)]' — (sinnorTr) ' 

_ 2t(lm i > 



la somme etant etendue a toutes les valeurs de n non multiples de q. 
Pour tousles termes, on a, d'apres le lemme, 

i. 1. 

\s\ii{nxT: 4- nAff)]* — (sinnarTu)* ^ Sna^i: 

A" " "^ ^ ' 

3(sin»ar7r)' 

sin/i^TT prend Tune des valeurs 

sm-> sm — >•••> sin— ^> 

? ? q 

et demeure superieure a tout nombre fixe A plus petit que les ^ — i 
sinus precedents. Done la serie (7) a ses termes inferieurs en valeur 
absolue a ceux de la serie 

Stt « 




i 
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Si nous supposons que cette derni^re s6rie soil absolument conver- 
gente, la serie (7), consideree comme fonction de A, sera uniformement 
coQvergente dans tout intervalle, et Ton aura le droit (theoreme VII) 
de faire tendre h vers zero. Done on aura 

l,m ^ =23—; T-' 

la somme qui figure dans le second membre etant toujours etendue 
aux valeurs de n non multiples de q. Si nous d^signons cette somme 
par L, nous pourrons poser 

<p(ar -f- A) — 9 (ar) = A (L -f. e), 

£ tendant vers z6ro avec h. 

Gonsid^rons maintenant la s^rie ^(^)» qui se compose des termes 
pour lesquelsn est multiple de q. On aura, en posant n = n'q^ 

^(x + h) — ^(x)=\ a»',(sini»'jA7r)*, 

A^ \ V / 

La s^rie 2a^q {n'q-)^ est convergente, puisque la s6rie 2nan Test deja 

par hypoth^se. D'ailleurs ^ "/* ? est toujours plus petit que 1. La 

s^rie {&) est done uniformement conyergente par rapport k A dans 
tout intervalle, et Ton pent faire tendre A vers zero. On aura done 

lim -^ J — -^ — = TT* lan'f{n'qy , 

A* 

et si nous designons le second membre par R, nous aurons 

v|;(ar -f. A) - 4; (ar) = A* (K -f- e'), 

£' tendant vers z^ro avec A. 
En tenant compte des resultats que nous venons d*etablir, Tequa- 
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tion (/3) nousdonnera 

/(^ H- h) -f(x) = A (L -f- e) -+- A^ (K -f- e') = A^(K -h e"), 

fi" iendant vers zero avec h. Ainsi, pour toute valeur commensurable de x, 
I* accroissement de lafonction est de la forme 

(K -+-£'') AS 

et la derivde est par consequent infinie. 

Ce fait analytiqiie correspond, en G6om6trie, a un point de rebrous- 
sement avec la tangente verticale. 

Get exemple nous parait surtout remarquable en ce qu'il montre 
clairement qu*jl existe des fonctions continues qui ne sont ni crois- 
santes ni decroissantes dans aucun intervalle. 

M. Hankel, qui I'a traite par une methode inexacte, affirme que, 
dans le cas oil x est incommensurable, la serie des d^riv^es des termes 
est convergente et represente la d^rivee de la fonction. Gela a lieu, il 
est vrai, pour un grand nombre d'incommensurables, mais la proposi- 
tion n*est pas generale. Soit, en eflet. 



1 



2 /I a. 77 cosnxi: 



3 - 

(sin/i^TTr)* 



la serie des d^rivees : en faisant usage des resultats deja signalcs rela- 
tifs aux incommensurables, on reconnaitra qu'on pent disposer des 
quotients complets de telle manifere que les termes correspondant aux 
denominateurs des reduites soient aussi grands qu'on le voudra; et, par 

consequent, la s^rie n'ayant pas ses termes tendant vers z^ro avec - 

ne pourra Stre convergente. 
Voici un nouvel exemple presentant une propriete nouvelle. Soit 

F(:r) = y^— ^ sinnar7rsin(^logsin'/ix7r). 

On suppose que la s^rie 2a„ soit absolument convergente et, par suite, 
la serie F(a?) sera cpnvergente pour toutes les valeurs de cc. La serie 
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des derivees des termes est 

f{x)=z2anSinl'7 -hylogsin'n^cTr ) cos{nx'n), 

et elle est, d'aprfes les hypotheses faites, uniform^meDt coDvergeote dans 
tout intervalle. Les termes sont des fonctions continues devenant ind^- 
termin^es chacune pour un nombre limite de valeurs de x dans un in- 
tervalle donne. lis sont done susceptibles d* integration, et Ton a» en 
effet, 



F{x)= rf{x)dx. 

Jo 



Reciproquement, d'apres le th6oreme VI, Y[x) aura pour derivee 
f{x)^ excepte pour les valeurs commensurables dere?, etalors on s'as- 
surera aisement, par une recherche directe, que la derivee est ind^ter- 
min^e. Ainsi nous obtenons une fonction dont la ddrivie existe pour 
toutes les valeurs incommensurables ^ mais est inditerminde pour les va- 
leurs commensurables. 

Nous terminerons en donnant un exemple d'une fonction qui n'a de 
dirivde pour aucune valeur de la variable. 

Soit 

•^^"^^=2. ..2.3... n 

La s6rie qui repr^sente f[x) ^tant uniform^ment convergente dans 
tout intervalle, la fonction est ^videmment continue. Pour rechercher 
si elle a une derivee, d^composons-la en deux parties et posons 

i^-' sin [1.2. 3. .. f/i-f-i)ap] 

<p 



(-)=X 



1.2... n 
sin[i.2.3. . . (n '•\-i)x] 



^ ^ ' ^n 1 . 2 . 3 . . . n 

Soit ensuite 

i.2.3...NxNA = 2€. 

On trouvera facilement 

TT^ — = r 



14. 
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& etant une quantite comprise entre — i et -+- 1 , el 

^ ^ — rLJ= \ ncos[(i.a.3.../i)a:]-.esin[(i.a.3...N)^]4-6)(N,€), 

0) (N, €) desigDant une fonction qui tend vers zero quand, € restant fixe, 
N croit indefiniment et, par consequent, h tend vers z^ro. 

En nous appuyant sur ce que /(a?) est la somme de <p{x) et ^{x), 
nous aurons done 

f(x-^h) — f(x) V« 

*'— / — ^-5^— ^= > /icos[(i.2.3... n)j:] — e sin [(1.2.3 N);r] 

H-w(e,N)H 

Si la fonction/(:i?) avait une deriv^e, le second membre tendrait vers 
une limite fixe, inddpendanle de e, quand, i restant fixe, N croitrait in- 
definiment. 

Or on s*assurera ais^ment que ce second membre ne peut avoir une 
limite independante dee que dans le cas oil sin [(1.2... N)a;] tend vers 
z^ro quand N croit indefiniment. Done dejk la fonction/(^) n'a pas 
de derivee toutes les fois que x n'a pas et6 choisie de telle manifere que 
sin [(1.2... N)^] tende vers zero quand N croit indefiniment. 

Considerons maintenant ces valours de x^ en nombre infini dans tout 
intervalle, pour lesquelles sin [(1.2... ^)x] a zero pour limite quand N 
croit indefiniment. On verra facilement que dans ce cas le rapport 

h 

se rapproebe indefiniment, quand N croit, de la somme 



s 



ncos[( 1.2.3... n)x]. 



Or celte somme ne tend vers aucune limite; car, d*aprfes les hypo- 
theses faites, sin[(i.2...N]a;) ayant zero pour limite quand N croit, 
cos[(i.2...N)a7] se rapproebe indefiniment en valeur absolue deTunite 
e^ la somme precedente dont le terme general devient indefiniment 
grand, ne peut avoir aucune limite. 

Done, dans aucun cas, la fonction f[x) na de derivee . 




I 
I 
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IX, — Definition d'une classe singuliere de fonctions 

discontinues. 



Soit 



et posons 



9(r)=r'sinj:, 



<p' (/) = aj^sin cos-5 



pour y diffi^rent de zero; 

pour J = o. Alops y' {y) sera toujours, meme pour j = o, la d6riv6e 
de ^{y)y par rapport kj; seulement la fonction ^'(j) sera discontiDue 
pour J = o. On a d'ailleurs, pour j < i » 9' [y) < 3, 
Formons la serie discontinue 

f{x) =27rai.9' (sini»j:7r)cos»:c7r-4-. . ., 

qui sera uniformement convergente si la serie 2 a„ est absolument con- 
vergente. Led termes de cette serie sont des fonctions de x discontinues 
pour certaines valeurs de x^ mais susceptibles d'int^gration. On aura 
done 

F(ar)= r /(^)rfar=y ~9{sin/ia:Bj). 

D*aprbs le theorfeme y\yf{x) sera, dans tous les cas, la d6riv(§e de 
F [x). Ainsi nous obtenons une fonction continue dont la ddmde est dis-^ 
continue pour toutes les valeurs commensurahles de Xf mais existe pour 
toutes les valeurs de x. 

En partant de la remarque precedente, nous allons montrer qu'il 
existe des fonctions discontinues qui jo'uissent d*une propriety que Ton 
regarde quelquefois comme le caractfere distinctif des fonctions conti- 
nues, celle de ne pouvoir yarier d*une valeur k une autre sans passer 
par toutes les valeurs intermediaires. ^ 

Soit, en eflet, F(a7) une fonction dont la derivee existe pour toute 
valeur dea?^ noais soit discontinue. Supposonsque, pour^^a^o* o^csa:,. 
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la derivee prenne les valeurs 

Je dis que, si x varie de a?© a a?,, f[x) passe au moins une fois par 
toutes les valeurs intermediaires entre A et B. Soit, en eflet, M une de 
ces valeurs 

A>M>B, 

et formons la fonction 

Cette fonction continue aura, pour a? = a?©, une derivee A — M positive 
et, pour 07 = a?4, une derivee B — M negative. EUe commencera done 
par etre croissante quand x variera de Xq a o^i, puis elle finira par dtre 
decroissante pour x=zx^. Done elle aura un maximum qu'elle attein- 
dra pour une certaine valeur 

aTo -4- [x\ — x^)f 

et pour lequel sa derivee sera nuUe; on aura done 

/' [x. -f- e ( J?, — X.)] — M = o. 

Ainsi tout nombre M intermediaire entre A et B est une valeur de la 
derivee. 

La seule objection qu'on pourrait faire k notre conclusion, c'est que 
la derivee doit necessairement dtre continue. L'exemple que nous 
avons donne montre qu'il n'en est pas ainsi et que la derivee pent etre 
discontinue un nombre infini de fois dans tout intervalle, sans etre 
jamais ind^terminee. 

Get exemple n'est pas, du reste, en disaccord avec les notions que 
nous avons de la continuity et de la discontinuity des fonctions. II est 
ciair que, si la loi d'une fonction est telle que ses variations soient 
brusques, elle ne peut varier d'une valeur ^ une autre en passant par 
toutes les valeurs intermediaires. Par exemple, si Ton a 

Ilm/(j: -I- A) =/{« -I- o) >/( «), 
\\xaf(x - hr=f[x - o) <f[x), 

h tendant vers zero par des valeurs positives, ii est clair que, lorsque x 
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variera de a: — A, a ^r 4- Aj , la foDction ne prendra pas toutes les valeurs 
comprises entre/(a? — A, ) et/{x -h A, ). Mais il y a, nous Tavons vu, 
d'autres genres de discontinuite et il existe des fonctions pour les- 
quelles la limite de/(a? -*- A) est indetermibee quand A tend vers zero. 
Par exemple, lorsque A tend vers zero, /(a? 4- A) pent prendre toutes 
les valeurs comprises entre /(^r) — K' et /(^r) 4- K'*. Un exemple 

simple de ce cas nous est offert par la fonction sin— lorsque x tend 

vers zero. On congoit que de telles fonctions, pour lesquelles/(ir 4- A) 
a una limite ind^terminee, ne puissent passer d*une valeur a une autre 
sans atteindre toutes les valeurs intermediaires. 

G'est k cette derniere classe de fonctions qu*appartiennent les deri- 
vees des fonctions continues quand elles sont finies et existent pour 
toutes les valeurs de la variable. Soit, en effet, F(ir) une fonction con- 
tinue ayant une derivee. On aura, d'apres le th^oreme des accroisse- 
ments finis {* ), 

A| etant compris entre z^ro et A. 

Quand A tendra vers z6ro, il en sera de meme de A| d*apres une loi 
inconnue. On voit que la derivee ¥'{x) doit etre ou continue ou dis- 
continue, de telle maniere qu*il y ait un syst^me de valeurs de A pour 
lequel F*{x 4- A) — ¥'{x) tende vers zero avec A. Cette propri^te exige 
que ¥'{x'hh) ne tende vers aucune limite d^termin^e quand A tend 
vers zero; car, si cette limite existait, elle serait ¥'{x) et la fonction 
derivee serait continue. 

II semble difficile d'indiquer un caract^re general qui permette de 
reconnaitre si une fonction /(;r) a une fonction primitive, c'est-^-dire 
si elle est la d^riv^e d'une autre fonction. 

Dans le cas, toutefois, 011/(0?) est susceptible d*integration, la so- 
lution pent 6tre donnee. En effet, s*il existe une fonction ¥{x) telle que 

r(x)=f(x), 



(') Foirh belle demonstration de ce th^ordme, donn^e par M. 0. Bonnet, dans le Traite 
de Calcul differentiel et integral, de M. Serrel, 1. 1, p. 17. Celle demonstration suppose 
seulement que la derivee existe et soit finie. 
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on aura 

F(;c)-F(a)=F(x)-F(a;^.)-^-F(x„_.)-F(J:„-0-^-•.•-^-F(^.)-F(a), 

ou, en appliquant le th^oreme des accroissements fiDis, 

les d ayant la meme significatioD que dans Tarticle III, et par conse 
quent Y{x) ne pourra Stre que Tiut^grale d^finie 



c + 

a 



j f(x) dx. 



On effectuera cette integration et il restera k voir si Tint^grale a pour 
derivee/(a7). 
II taut pour cela que Ton ait 

J' f(x)dx=z[f(x)-^z]h, 
£ tendant vers zero avec h. Or Tintegrale est la limite de 

lorsque n croit indefiniment. Done, pour qu'une fonction suscepiible 
d'int^gration soit la d^rivee d'une autre fonction, il faut et il suffit que 
sa valeur moyenne dans rintervalle (a?, x -^-h) 

devienne egale ^/(a?) quand h tend vers zero, h doitetre pris sucees- 
sivement positif et negatif. 

20 Janvier 1874. 
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INTRODUCTION. 

1 . L'etude des fonctions d'une variable imaginaire definies par UDe 
equation, etude qui s'est substitute k la recherche, souvent imprati- 
cable, de la forme explicite de ces fonctions, a, dans notre sibcle, pro- 
fondement renouvele TAnalyse. C'est, comme on le sait, a Cauchy que 
revient la gloire d'avoir fray 6 cette voie nouvelle. Les travaux de 
M. Puiseuxsur lesracinesdes Equations alg^briques, ceux de MM. Briot 
et Bouquet sur les fonctions doublement p^riodiques et sur les Equa- 
tions diflerentielles ont, en France, amplement prouvE la f^condite de 
I'idee de Cauchy. En AUemagne, les belles decouvertes de Riemann 
ont accElere un mouvement scientifique qui, depuis lors, ne s'est pas 
ralenti. 

' Ceux qui aiment la science et qui ont trop de raisons pour se d^fier 
de leurs facultes d'invention, ont encore un role utile h jouer, celui 
d'Elucider les recherches des autres et de les r^pandre : c'est ce que j'ai 
essayE de faire dans ce travail. 

Les Equations differentielles linEaires ont EtE I'objet des recherches 
deSturmet de M. Liouville : c'est au point de vue des valeurs rEelles de 
la variable et des solutions reelles de Tequation que se sont places ces 

Annalet d€ VtcoU Normale, i* Serie. Tome IV. l5 . 
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deux savants, et ils ont rencontre la une serie de propositions extreme- 
nient remarquables; mais Tetude de ces m6mes equations, lorsqu'on 
n*apporte aucune restriction aux valours de la variable, restait comple- 
tement a faire. Dans son Cours de Tannic i863, M. Weierstrass donna 
quelques indications sur ce sujet; en 1866, M. Fuchs publia un premier 
Memoire (*} qui peut dtre consid^re comme fondamental dans la th^orie 
des Equations difierentielles lin^aires; il compl^ta ses rechercbes dans 
un Memoire qui parut deux ans apr^s. Depuis lors, cette etude a 6te a 
I'ordre du jour en Allemagne : M. Tbom6, entre autres, a retrouve les 
principaux r^sultats de M. Fuchs par une autre methode ; mais celle 
de ce dernier m'a sembl^ plus lumineuse. Plus r^cemment, M. Fuchs 
a donnS de ses principes une serie d'applications qui en montrent la 
feconditS : ces applications sont li^es k la thSorie des fonctions ab^- 
liennes et je neles aborderai point ici; j'ai cherch^ seulement a expo- 
ser, de la fa^on la plus claire etla plus rapidequ*il m'a ete possible de 
le faire« les principes fondamentaux de la th^orie des Equations diff6- 
rentielles lin^aires. 

2. Les Equations dont il s'agit sont de la forme 

On supposera, en g^n^ral, que les quantit^s/'i,;^!,..., /'j,! sont des fonc- 
tions continues et uniformes de la variable, sauf pour des valours par- 
ticuli^res. La premiere partie de ce travail a ki^ consacr^e k la defini- 
tion precise de ce qu'il faut entendre par la solution d'une pareille 
equation ; dans la deuxi^me on a rappel^ quelques propri^t^s des equa- 
tions difierentielles, indispensables pour la suite; dans la troisi^me 
OD s'est occupy des points singuliers et Ton a donn6, pour les valeurs 
voisines de la variable, certaines formes sous lesquelles peuvent etre 
misesles solutions de Tequation difierentielle et qui font ressortir les 
causes de la multiplicity des valeurs de ces solutions ; dans la quatrifeme 
partie on a 6tudie specialementune classe particulifere d' equations dif- 
ferentielles dont les solutions jouissent, relativement aux points criti- 

(') Journal de CreUe^ t. LXVI, p. lai. 
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queSt de propriet^s remarquables; enfin la ciaquibme partie contient 
quelques applications. 

3. J'ai suppose connus les principes relatifs k la representation des 
quantites imaginaires et k la th^orie 616mentaire des fonctions de ces 
quantit^s. J'ai constamment confondu la valeur de la variable et le point 
qui la represente (sur le plan ou la sphere), et ne les ai point distingu^s 
par des notations differentes. Je me suis per mis d'introduire Texpression 
de domaine d*un point qui r^pond k Tallemand Vmgehung : j*entends 
par Ik les environs de ce point, et plus pr^cisement la portion du plan 
oil certains developpements en serie de la fonction que Ton ^tudie sont 
convergents. S*il s'agit, par exem)>le, d'un point a et d'un d^veloppe- 
ment en s^rie suivant les puissances entiferes et positives de a; — a» le 
domaine du point a sera le cercle de convergence de cette s^rie. 

L 

4. La definition^ precise des fonctions qui satisfont k une Eq uation 
diff6rentielle lin^aire 

repose sur le tb^or^me fondamental qui suit : 

Soit a un point duplan des x^ telque dans son domaine les coefficients 
P^fPtf'fPmde r Equation ( i ) soient des fonctions unxformes el continues 
de la variable x^ on pourra scuisfaire h cette iquationpar une fonction 
uniforme et continue dans le voisinage du point a, les vakurs de cette fonc- 
tion et de sesm-^i premieres dirivies au point a itant arbitraires. 

La demonstration de cette proposition repose sur les principes qu'ont 
employes MM. Briot et Bouquet pour etablir Texistence d'une int^- 
grale dans une Equation differentielle ordinaire. 

Remarquons d'abord que, s'il existe une fonction uniforme et con- 
tinue salisfaisant k F^quation (i) et que Ton donne les valeurs y^^ 
y^f^f yr^"^ ^^ ^^^^^ fonction et de sesm — i premieres deriv^es du 
point a, on pourra trouver ais^ment les valeurs des deriv^es suivantes 
au meme point : T^quation (i) donnera imm^diatement la valeur de la 

i5. 



Il6 y. TANNERY, 

d6pive€ m'^*"* et celles qu'on en d6duirait par la differentiation, les va- 
leurs des derivees suivantes J'o'""*"'^ ji'""*^"^--- Remarquons encore que 
toutes ces valeurs se deduisent des valeurs jo» yo»--M J^o'""'^ et des va- 
leurs finies que prennent pour x = a les coefficients /?,,/>2,..., p^ et 
leurs d^riyges par les simples operations d'addition et de multipli- 
cation. 
Cela pose, si la s^rie 

est convergente, la fonction qu'elle repr^sente satisfera ^videmment a 
Tequation (i) : tout revientdonck ^t&blir la convergence de cetteserie, 
quelles que soient les valeurs choisies pourjo,yo,.,,, ^0"*"'^* Nous eta- 
blirons pour cela la convergence d'une autre s^rie dans laquelle les 
coefficients auront des valeurs positives respectivement plus grandes 
que les modules des coefficients correspondants de la s^rie precedente. 
Soit r le rayon d'un cercle d^crit du point a comme centre et dans 
lequel les coefficients p restent des fonctions uniformes et continues ; 
soient M|» Ms^.-m Mm les modules maximum de j!>o/i2»..., Pm ^^ns 
rinterieur de ce cercle. Posons en outre 

M. M, M; 



= ?•> — T— :; = 9«**--» — :;rz^ = 9«; 



x — a ' ' x—a ' X — a 
1 I I 

r r r 

on aura, d'apres une proposition bien connue, 

en representant en g^n^ral par [/{x)]a la valeur de/(a?) pour a; = a. 
Gonsiderons maintenant T^quation 

et designons par iio» ^o,..., Mi"*"'^ les modules de jo»yo>-Mj^'^'^; for- 
mons les valeurs pour x=^a des derivees successives d'une fonction 
qui satisferait k T^quation (3) et dont la valeur au point a serait u^^ 
ses m — I premieres derivees admettant, au memo point, les valeurs 



»^ 



OES INT^6R4L£S DES ^QUATIOITS DlFFl^REirriBLLES LINl^AIRES. II7 

t^oi ^o»**M u['^^^\ Od aura k effectuer identiquement les mSmes calculs 
que pour Tequation (i)'; seulemeut les quantit^sj?,, P^f^'fPm seront 
respectiyement remplacees pary,, 92»---» ?m> et jo> yo»"M yo^'^ par 
Mo, Mo*..., i4'^'^' Toutes les quantit^s ar» «C*"%--* que Ton obtieudra 
ainsi seront positives, et, k cause des in6galit6s {2)^ on aura eu ge- 
neral 

Si la serie k coefiBcients positifs 



I • 1.2 • 



est convergente, elle repr^sentera une fonction satisfaisapt k T^qua- 
tioD (3)» et de plus la s^rie 

sera n^cessairement convergente. II suffit done, pour notre objet, d'eta- 
blir que I'^quation (3) admet toujours comme solution une fonction 
uniforme et contin\ie ayant au point a la yaleur u^f les valours de ses 
m —I premieres derivees 6tant pour le mSme point uf^, ^o^***' ^'^'^ 
cette fonction, en efTet, ne pourra differer de la s6rie 

u, H ^^^ vl. -f- ^ — ^^^ — ^ ilU -f- . . . • 

I • 1.2 

Posons 

r 
I'equation (3) deviendra 

remplaQons-y u par V ^ik^* et ^galons, dans le r^sultat, les coefficients 
de z* dans les deux membres, il viendra 

(m-f-*)(m-«- * — I). . .(*-hi) 6,+A 
= (m-4-* — i) (m -f-* — a), . .( A* -4-1) ( A* 4- M,r) 6,»^^i 

4- Ml r' ( HI -4- fr — 2) (m -4- A* — 3). . .( A* -f-i) 6,i,44.,4- . . . -4- M«r" 6*. 
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Gette^qaation fournira pour les b des valeurs positivesi si Ton a 
choisi b^f 6|, b^f.^.f b^^^ plus grands que z^ro; on en tirera d'ailleurs 

Si Ton suppose les quantites b^^ &o***»^iii-i positives, toutesles quan- 
tit^s b seront aussi positives, et Ton aura certainement 

pourvu que Ton ait 

Ml r>m, 

condition k laquelle on pent toujours satisfaire en remplacant M| par 
une quantity plus grande; on aura des lors 

6»+4^, * 4- m (m-f i5r)(iii4-A"— i) 6»^., 

(iit-hA-)(iiH-*— i)...(Ar-«-i) l«^-, * 

II y a dansle second membre un nombrefini m de termes; les rap- 
ports 

bw^j^ ... ** 



sent tons inferieurs [k Tunit^ : la limite de ce second membra pour i 
infioi est done Tunit^, et si, par consequent, le module de ^ est plus 
petit que i , la s6rie k coefficients positifs 



i*»'*. 



d6teriilin6e comma il a jkiA eipliqui, sera convergente, quelles que 
soient les valeurs positives que Ton a choisies pour b^, 6|, frs, ..mI^m-i ; 
done, [quelles que soient les valeurs positives qiie Ton ehoisira pour 
^09 ^Qf ^4"*^^ il existera une fonction uniforme et continue u satisfai- 
sant k r^quation (3) : notre proposition peutf par consequent, Stre 
consideree comme itablie. 



i 
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5. II est, d'apr^s cela, ais6 de d^fiQir d'une faQon trfes-pr6cise ce 
qu'il faut entendre par une fonction satisfaisant k r^quation (i) 



Soil T une portion du plan des x limitee par un contour simple et 
danslaquelleles coefficients /?,,/?sv-»/>m soient des fonctions de la va- 
riable a? to uj ours uniform es et continues, k Texception de points $ingur 
tiers isoles les uns des autres. 

Soient a?o et x deux points quelconques non singuliers de la sur- 
face T; joignons-Ies par une courbe quelconque x^x situ6e enti^re- 

Flg. I . 




ment dans la surface T et ne passant par aucun des points singu- 
liers; choisissons arbitrairement pour les valeurs dey et de ses /n — i 
premieres d^rivSes au point x^ des quantit^s quelconques ^o» J^o^'-j 
yr'^K Au moyen de la continuity, on pourra en d^duire les valeurs de 
la fonction J" tout le long de la courbe x^x. On pourra en effet d6crire 
de Xq com me centre un cercle de rayon sufBsamment petit pour qu'il 
soitsitue enti^rement dans la surface! et pour qu'il existe une fonction 
uniforme et continue dans son int^rieur, satisfaisant k T^quation (i) et 
telle que les valeurs au point ^o de cette fonction et de ses m — i pre- 
mieres d6rivies soient j^o» yo>'r-» y^^"^* Tout le long de la portion de 
courbe comprise dans le petit cercle les valeurs de y et de ses d^riv^es 
seront parfaitement d^termin^es; on arrivera ainsi k un point a7,> pour 
lequel j^et sesm — i premieres d6riv6es auront les valeurs j^,,yi,..., 
y,"*"\ et que Ton traitera comme le point x^^ ; en proc6dant ainsi de 
proche en proche, on arrivera ainsi avec des valeurs toujours dStermi- 
n^es et variant d'une faQon continue, jusqu'au point x. 



6, A la fonction ainsi d^finie on pourra evidemment appHquer les 
theorfemes relatifs aux fonctions continues. 

Ainsi, si deux cliemins situes dans I'interieur de T conduisent du 
point Xo au point x [fig. 2), et si Ton pent les ramener Fun ^ Tautre 

Fig. a. 




sans passer par aucun des points sioguliers, on arrivera k la rnSme va- 
leur en x^ si Ton a choisi les mSmes valeurs initiales en x^^ que Ton 
suive Tun ou Fautre des deux chemins. 

La fonction y satisfaisant k T^quation (i), ayant en a?o avec ses 
m — I premiferes d^riv^es les valeurs arbitrairesj'o,yo,.--f^'^'\ estde- 
yeloppable en une s^rie convergente procedant suivant les puissances 
entibres et positives A^ x — x^ dans tout cercle ayant le point x^ pour 
centre et ne contenant dans son int^rieur ni point singulier ni portion 
du contour de T. 

Si Ton d^crit autour de chaque point singulier un petit cercle et qu'on 
supprime les portions de la surface T contenues dans ces petits cer- 
cles, puis que Ton pratique un syst^me de coupures allant du premier 
cercle au deuxi^me, du deuxi^me au troisieme, etc., du dernier enfin 
au contour de T, assujetties en outre k ne pas se croiser et a ne pas 
rencontrer, sauf la dernifere, le contour de T, on d^duira ainsi de la 
surface T une nouvelle surface T' k contour simple, dans Tint^rieur de 
laquelle toute fonction satisfaisant k T^quation (i), et definie comme 
pr^c^demment, restera finie, uniforme et continue. 

Ces diverses propositions s'^tendent Evidemment au cas ou la sur- 
face T embrasse tout le plan (ou toute la sphere) des x. Seulement le 
contour de T doit alors etre, remplacE par une circonf^rence de cercle 
d^crite de I'origine comme centre avec un rayon infiniment grand (ou 
par un cercle infiniment petit entourant sur la sphere le point 00 ). 
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II. 

7. Nous alloDS maiDtenant etablir et rappeler quelques proprietes 
importantes des integrates d'une equation differentielle lineaire 






(!) 



d^finies comme pr^cedemment. Nous conserverons nos hypotheses rela- 
tivement aux coefficients/?, .p^, . • • » Pm ; nous supposerons^ en outre^ que 
les chemins suivis par la variable ne passent pas par les points singu- 
liers et ne rencontrent pas le contour de la surface T. Lorsque nous con- 
sidererons simultan^ment diverses solutions de Tequation, nous suppo- 
serons que les chemins suivis par la variable aient meme origine et 
coincident eonstamment ou au moins puissent se ramener au meme 
chemin sans passer par aucun des points singuliers : les diverses solu- 
tions ne seront distinctes que par les valeurs initiates choisies, tant 
pour les fonctions elles-memes que pour leurs m — i premieres d6ri- 
v6es. 

8. Nous commencerons par Etablir deux lemmes dont nous aurons 
besoin plustard. 

I® Si les m fonctions y^^ y^^^^^ym sont telles que le determinant 



D = 



daf"-' 


dx^-^ 






d^-'rm 
dx^' 


• • • • • 

d'-'r- 

dx—' 



r» 



• • • • * 



» • • 



soit identiquement nul, il existera entre ces fonctions une relation lineaire 
a coefficients constants, telle que 



La reciproque de cette proposition est evidente. 
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Remarquons d'abord que le determinant 

d'^jr, d'^\ri 



D' = 



dx^ 


cbr-* 


dx^ 


dx^^ 


dx^ 


dxT'^ 



•. 1 



/• 



• • • • • 



m 



qui ne difi%re du precedent qu'en ce que les elements de la premiere 
colonne ont ^t^ respectivemeot remplaces par leurs d^riy^esy est la d^- 
rivee de D. En effet, si dans ce dernier determinant on donne k x I'ac- 
croissement dx^ il deviendra, en ne tenant compte que des accroisse- 
ments du premier ordre. 



daf' 
dar-^ 



dx^ 



dx 



daf^* dxr^^ 



t^l dx ^'^' + ^*"'^' 
dx* rfa?*"" rfx"-* 



dx 



dx 



r« 



dy, 
dx 



dx 



r. -^ ^ dx 



dr-^ X^ d'^X, 



dx 



-r- 



dx 



fix 



dx*-* ' dx* *"" dx*'* ' dx*-* 

Oil, en d^veloppant en somme de determinants, supprimant, comme 
etant au moins du second ordre, ceux dont deux colonnes, au moins, 
contiennent dx en facteur et faisant attention k ceux qui sont identi- 
quement nuls, 

D' est done bien la derivee de D. 

Par suite, si D est identiquement nul, il en sera de meme de D\ De- 
signons maintenant par d, C^,..., G;„; C^, C,,..., Cnles mineurs res- 
pectifs de ces deux determinants relatifs aux colonnes extremes de 
droite, on aura les deux series de m — i identites qui suivent : 

Ci J, -4- C, 72 -4- . . . 4- C« 7« = O, 

^* ^iZ ^ ^* IFZ ^^ • • • ^^ v.« -T— — o, 
ax ax ax 



c 



>•' 



dar-' 



C 






<^^=»^ 
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et 

C, r> + C', J', + . . . 4- C„ y^ = o, 

_, dy, _, dyt „, drm 






Elles montreot que Ton a 



o\Xf en general. 



Ci Ci iiw 

u:—c: — c 






mais Ci , Cj ^tant les d6riv6es de Q, G/, ce rapport est la d^riv^e de 

ce dernier rapport est done une constante : il suffit de diviser la pre- 
miere de nos identites par Tune quelconque des quantites G pour aper- 
cevoir la v^rite de la proposition annoncee. 

3^ Siyifyiy'*f ym ^ont m solutions de Vdquation diffirenUeUe ( i ) 

et si Von ddsigne par D le mime determinant que prdcddemment, on aura^ 
C dtant une constante ( * ), 

D=:Ce//'«^. 

Si dans le determinant D\ d^riv^e de D» on remplace les ^l^ments de 



' (^) Gette proposition est due k M. Liouville. 

i6. 
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la premiere colonne verticale de gauche par les quantiles egales 

P^-d^^P'd^^^--^P'y" 

• • t 

que Ton developpe le determinant resultant en somme de determinants 

et qu'oD fasse attention aux determinants nuls, on tombera sur Fiden- 

tite 

D'=:Dp, 

d'ouy en integrant 

Si la constante G est nulle, il y aura, d'aprfes la proposition prec6- 
dente, une relation lineaire k coefficients constants entre les quantites 

9. Soient j'l, j'af** J'm* ^ fonclions satisfaisant k Tequation (i) du 
paragraphe precedent et telles que, pour le point initial a7o» le deter- 
minant design^ ci-dessus par D ne soit pas nul; de telles fonctions exis- 
teront ^videmment toujours ; le determinant D, d'apres le lemme pre- 
cedent ne sera jamais nul» sauf aux points singuliers. Nous donnerons 
a Tensemble de ces m fonclions le nom de systime fondamental dHnte- 
gmles. On aperQoit de suite qu'entre les m elements d'un systeme fon- 
damental n'exisle aucune relation lineaire a coefficients constants et 
que reciproquement tout systeme de m fonclions satisfaisant a I'equa- 
tion difi'erentielle et n'etant relives par aucune relation lineaire a coef- 
ficients constants forme un systeme fondamental. 

10. Toute solution de I'dquation diffdrentielle peut s'exprimer lineaire- 
ment au moyen des elements d^un systime fondamental quelconque; en 
d'aulres termes^ entre m -4- 1 solutions de V equation differentieUe existe 
toujours une relation lineaire a. coefficients constants. 



DES INTiGRALES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES Lllf^AIRES. 125 

Si ronsubstitue eo effet dans T^qualioa diff^rentielle (i) les m + i 
solutions considerees J',, ja,..., J'm+M on obtiendra m-f-i equations 
d'ou Ton deduira que le determinant 



r^ 



dx^ 


dar-' 


d-j, 


d'^'r. 


dx^ 


dx^' 


d'^Xm+l 


^•"-'r-KHi 



• • • • 



dx^ 



dx^-' 



est identiquement nul : d*ou r^sulte la proposition enonc^e. 
On pent encore remarquer que, si Ton pose 

on pourra determiner les coefficients constants G, , Go, . . . , C^ de mani^re 
que, pour x = x^^ la fonction qui constitue le second membre soit 
^gale k la fonction ym-^i^ cette egalite subsistant pour les m — i pre- 
mieres derivees des deux fonctipns; on aura pour cela k r^soudre 
m Equations du premier degre dont le determinant, qui n'est autre que 
le determinant D pour 07= a7o> est, par hypothese, different de zero. Les 
deriveessuivantesserontaussiegalespoura;= a7o» a cause de Tequation 
differentielle meme. Les deux series representant les deux membres 
de Tegalite posee seront done identiques pour des valeurs convenables 
des coefficients G : c'est pr^cisement ce qu'il fallait etablir. 

11. Soient y^, y2»«-'» ym ^^ Elements d'un systime fondamental et 
soienlYi, Ys,..., Ym^mintigraless^exprimantaumoyendesy^^ildments 
y^^'^-f ym poT les Equations 



Y, = C„/, -f-C,,/, 4-.. 

Y, = C,ri 4- Cm /,-♦-.. 






Y« ~ C*. y, -f. C«, J-, -h . . . -h Q^mmym ; 



Y o Ya , . . , Yw formeront ou non un systime fondamenkil selon que le de- 



1:26 
ierminant 
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c. 


c„ 


• • • 


c. 


c„ 


c„ 


• • • 


c« 


m • 


• • 


• • • 


• • • 


c«. 


c 


• • 


VtilMI 



sera different de zdro ou igal a zdro. 

En effete si Ton designe, comme ci-dessus, par D le determinant 
forme avec les quantitesj,, y2>'-'> Jm et leurs m — i premieres deri- 
vees et parDi le determinant analogue relatifaux quantites Y|, Ya,..., 
Y;„, on aura 

D, = a.D. 

12. Soient 7n 72* • • • > J'm ^^ dldments d'un systeme/ondamental et v^ , 
V29'"f^n* '* fonctions liniaires a coefficients constants des n ildmentsy^y 
y a f • • • > J« f difinies par les Equations 






p,, s^29'"9 ^nl yn-^\%yn^29'*> ymformeront un systime fondametal si le 
determinant 

viii i-iia . . • Villi 
Cji Cm • • • Cjb 



• • 



v«j|i C1H8 ... L- 



IM 



est different de zdro. 

En effety il est bien ais^ de voir qu'il n*existera alors aucune relation 
lineaire a coefficients constants entre i',, ♦'af** ^n^y/i+o J'w+ifMjKin- 
C'est d'ailleurs un cas particulier de la proposition precedente. 

13. On obtiendra en^articulier un systeme fondamental par le pro- 
c^d6 suiyant> bien connu pour la resolution des equations lineaires. 
Soit j^i une integrate de Tequation 



(0 









PmX' 
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On fera 

(2) r=rJ^<^^f 

et, ensubstituantdansrequatioD (i), on obtiendra F^quation lin^aire 
d'ordre m — i 



c/ar*-« ^* daf^* ^ dar-^ 



OU 



/ \ [ m dYx \ 

• • • • » 

I r m{m — i)...(/n — r-+-i) rf'/i 

(4)/ Ji L 1.2. ..r rf^*" 

(/n — i)(/n — a). . .(m — r-f-i) rf'^\r'i 
"^^' 1.2... (r— i) c/ar'^» 



Pi 



^r-J 



1 ^^' i.a...(r— y) cte'-v 

Soit mainteaant z^ une solution de cette Equation et faisons 

(5) y^zzzjrjzidx. 

Posons de meme 

z = ZiftdXf 

nous formerons une Equation differentielle en t d'ordre m — 2, dont je 
designerai par /, une integrate; faisons encore 

(6) x^ = xjz,dxjtxdx\ 

continuous ainsi jusqu'k ce que nous soyons arrives a une Equation du 
premier ordre dont je designerai par (v, I'integrale. Soit 

( 7 ) 7« = yxfzy dxjt, dxfux dx.,, Jwx dx ; 

je dis que le syst^me d'integrales y«, /2,...« ym est un syst^me fonda- 
mental. Pour le prouver, il faut montrer qu'il ne pent exister de rela- 
tion a coefficients constants de la forme 



iaS J. TANNEBT. 

Si une pareille relation existait, on pourrait la diviser par y^ qui est 
different de zero ; on obtiendrait ainsi 

diff(§rentiant cette dernifere identity, divisant par z^ et continuant de 
la sorte» on arriverait k prouver queCm est nul; puis, en remontant, 
qu'il en est de memede dm^ij C,„_2»«**» C|. 

14. Le determinant que nous avons design^ jusqu'k present par D, 
forme au moyen du systeme fondamental precedent^,, ya,...,^;,,, s'ex- 
prime d'une fagon remarquable au moyen des solutions j^f, z,,...» w^ 
des equations lineaires successivement employees. 

Designons, en effet, parD'le determinant analogue relatifaun sys- 
teme fondamental de solutions de Tequation (3) en z\ on aura, d'apr^s 
un theoreme precedent, 

ou, en vertu de la premiere des equations (4)» 

C d — /*— ill 

oil C, C designent des^constantes; de Ik 

de meme 

et finalement, en multipliant toutes ces identit^s, 

G d^signant encore une constante. 

III. 

15. Nous aliens maintenant nous occuper des points singuliers : 
nous supposerons d^sormais que les coefficients /?« ,/'2f •M/'m de I'equa- 
tion difiTerentielle 
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soDt uniformes dans tout le plan des x (ou sur toute la sphere) et qu'ils 
n'y presentent qu'un nombre fini de points de discontinuil6 isol^s les 
uns des autres. Parmi les propositions que nous etablirons, plusieurs 
s'appliquent au cas ou les conditions d'uniformite et de continuite ne 
sont satisfaites que pour une portion limitee T du plan ou de la sphere ; 
mais il sera trop aise de les reconnaitre et^ au besoin, d'en modifier 
r^none^, pour que nous y insistions. 

Des lorsy ^ cause du theorente fondamental, une solution quel- 
conque j'de I'equation (i) sera une fonction de a? continue, except^ 
pour les points de discontinuite des coefficients et pour le point oo de 
la sphere : on ramenera I'^tude de ce dernier a celle d'un point sin* 
gulier a distance finie au moyen d'un changement de la variable ind^ 
pendante. Par exemple, on le ramenera au cas d'un point singulier 
situe a Torigine des coordonnees, en faisant 



1 



dx~ dt ' 

dx' - df' ^ dt'* 



et, en general. 



• • • 



n(n — i)...(n — p-hi), ., , , . ... d*-ry 

4- 2. 3,.. '»''^*-^- 

16. Soit main tenant a un point singulier quelconque et soient^,, 
y2»-«*« ym l6s elements d*un sysleme fondamental d'int^grales de 
Tequation 

(') dlP^=P'd^+P'2i^-^--^P-'r- 

Supposons que la variable fasse le tour du point a et soient 

[r.]'. [rO' [r-Y 
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les noiiyelle!! valeurs des integrates quand le tour est accompli : cet 
nouvelles fonctions sont encore des solutions de I'equation (i) et for- 
ment, d'aprfes ce qui a ei& etabli precedemment, un systeme fonda- 
mental : elles pounvnt done s'exprimer en/onctions Uneairesa coefficients 
constants des anciens dUments yK^y^^^'-t JmOU moyen d' equations teUes 
que 

!>•,]'=;«„/, 4- an Jt-f-., 4- «!«,;'«, 



(^) 



. ••«••. ff.t** t»»»»»»»»ft»»j 



le determinant 



R = 






• • • f 



a«i OCmt • • • a, 



^/a/1/ different de zdro. 

17. J'insisterai dfes a present sur cette propriete si simple, relative- 
ment k leurs points singuliers, des fonctions qui satisfont a une equa- 
tion diff^rentielle lineaire k coefficients uniformes; elle est caracte- 
ristique de ces fonctions et permet de les reconnaitre, absolument 
comme la nature de leurs points critiques permet de reconnaitre les fonc- 
tions alg^briques. Nous aliens, en effet, etablir la proposition suivante : 

Soient 

m fonctions de x continues^ saufpour des points singuliers isolds les uns 
desautres, uniformes dans les portions de plan [ou de sphire) a contour 
single qui ne contiennent pas de points singuliers : si, lorsque la variable 
fait U tour d'un point singuUer, les nouvelles valeurs 

de ces fonctions sont Hies aux premiires par des equations lineaires a 
coefficients constants tellesque les equations {2) du paragrapke precedent, 
ces fonctions sont les integrates d'une Equation differentielle lindaire a 
coefficients uniformes. 
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CherchoM, en effete une Equation lin^aire 



^ laquelle satisfassent ces m fonctions ; nousauronsi pour en determiner 
les coefficients />« 9 /?2,... 4 /^n,, a resoudre le systeme de m equations du 
premier degre 



d'^jr^ d'^^Xi 

dx^ ~^' dx^' 



d'^^Ti 



dx^ ~^P* dor-" 
le determinant de ces equations 






D = 



■ - ■ • • • 



r» 



•••••• 



• • • • • • 



ne pent dtre identiquement nul que si les fonctions j" sont liees par une 
relation lineaire k coefficients constants. Supposons qu'il n'existe pas 
de pareille relation, ce que Ton pent toujours faire en ramenant, 8*il en 
est besoin, les fonctions/ k Stre en moindre nombre : le determi- 
nant D jouira, relativement k la continuity et k runiformit^y des 
memos propriety que les fonctionsj^f^ya,..., j^^ elles-memes. 

Soit Da le determinant obtenu en y remplagant les elements de la 
g^umt eolonne a partir de la gauche par 



On aura, en general. 



dxf dx^ dx^ 



D. 
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ies points ou pa. peut cesser d'etre uniforme sont les points singuliers 
des fonctions y^y yn^^'^fym- Or^ lorsque la variable tourne autour d'un 
de ces points, p^ ne change pas» car Da et D sont multiplies tons les 
deux par le determinant designe par R dans le paragraphe precedent. 

En particulier, lorsque chaque point singulier a de Tune quel- 
conquej^;. des fonctions 7,, ^'a,..., jm sera tel qu*on puisse toujours 
trouver un nombre p tel que [x — of yr soit dans le domaine de a une 
fonction uniforme finie et continuCt il en sera de meme pour chacune 
des quantites Da» D, et le point a sera pour p^. un z6ro ou un infmi 
d'ordre entier, ou memo un point ordinaire. Si la meme circonstance 
se presente pour le point 00 dela sphere, ramene, comme il a 6te ex- 
plique, a distance finie, la fonction pa^ uniforme sur toute la sphere, y 
presentera un certain nombre de pdles separes les uns des autres par 
des espaces finis, par suite, en nombre fini, et sera, par consequent, 
une fonction rationnelle. 

Pour donner de suite un exemple, considerons le cas d'une fonction 
y Aq X definie par une equation algebrique entiere en x etj, du degre 
meny. Les m racines de cette Equation seront des fonctions de x qui, 
relativement k la continuity et k la nature de leurs points singuliers, 
satisfont aux conditions ci-dessus mentionn6es. De plus, quand la va- 
riable tourne autour d'un point singulier, elles ne font que s'echanger 
entre elles, ce qui est un cas particulier des relations (2) du paragraphe 
precedent : on en conclut qu'elles satisferont k une Equation differen- 
tielle lineaire qui sera d'ordre m s'il n'existe entre les racines aucune 
relation lineaire k coefficients constants, et d'ordre moindre dans le cas 
contraire; si la somme des racines n'est pas nulle, I'equation diff^ren- 
tielle admettra une solution rationnelle. 

II est aise de former effectivement cette equation : 

Soit /(or, y) = o Tequation proposee, du degre m en j^ et admettons 
pour simplifier que le coefficient dey^ soit une constante; soit, en 
outre, <f[x) = o le resultat de Telimination de y entre les deux Equations 

/(^,r) = o, ^ = 0. 
On pourra poser identiquement 

cp(x)=/(;r,r)A4.^B, 



w 



• 

I 
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ou A et B sont des polynomes en x, y dont les degres sont respective- 
ment/n -* 2 et m — i par rapport ky. Or on a 

dy 

a cause de requation/(iP, j') = o ; on ramenera — B g»^ k ne contenir 
y qu'k la puissance m — i au moyen de cette nieme equation et Ton 

dv P 

aura mis s^ sous la forme -t-^j oil P, est un polynome entier en x^y^ 

necontenant^qu'au degr6m — i; en designant par Pa, Ps,..., Pmdes 
polynomes analogues, on pourra faire 

d'r P» d^y P, d-r P« 



dx"^ [9(^)]» dx^ [?(^)J* dxT" [?(x)]" 

En 6liminanty^,y',...,y""'* entre lesm — i equations 

dy Pi d'y P, dry P« 

dx ?(^) </^* C?!*^)!* dor [<pt^)l'" 

on tombera visiblement sur une Equation lineaire de la forme 

OU les quantit^s Q«, Q2»««*>.Qm sont des polyndmes entiers en a?. 

Nous aurons plus tard I'occasion d'etudier des equations ayant pre- 
cisement cette forme : on voit que les points singuliers sont, comme on 
devait bien s'y attendre, les racines de I'equation 

(p(j?)=o, 

A ces points singuliers s'ajouleraient, si le coefficient dey" n'etait pas 
une constante, les points correspondant aux valeurs de x qui annu- 
leraient ce coefficient. 

On reconnaitra sans difficult^ que, r^ciproquement, si une Equa- 
tion differentielle lineaire a coefficients rationnels admet une solution 
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algebrique y^ racine d6 requation irreductible et entiere 

elle admettra comme solutions toutes les autres racines de cette equa- 
tion. 

18. Revenons maintenant a la theorie gen^rale. Puisque toute solu- 
tion d'une equation diflerentielle lineaires^exprinieen fonction lin^aire 
k coefticients constants des elements d'un systeme fondamentaU il suffit 
evidemment de savoir comment se comportent les elements d'un sys- 
teme particulier dans le domaine d'un point singulier, pour etre ren- 
seigne relativement a toutes les integrales de Tequation differentielle 
donnee. 

Or, pour chaque point singulier donne, il existe un systeme fonda- 
mental dont les Elements se comportent d'une fagon simple, ainsi que 
nous allons le mettre en lumiere. 

Soient, comme ci-dessus, 

les Elements d*un systbme fondamental quelconque de solutions, et 

les nouvelles valeurs de ces Elements quand la variable a fait le tour 
complet d'un point'singulier a; supposons ces nouvelles valeurs liees 
aux anciennes par les relations suivantes, ou les oc representent des 
constanles : 

[>f ]' = an Xt -4- Of«7a H- . . . + «j-. J«, 



N 



[ymY = (Xmi ^1 -f- ««j/3 -4- . . . 4- amm /m. 



Posons 



U^XiXi-h XiXi -f- . . . -f- Xmymf 

a7|, a?,,..., 00^ 6tant des constantes que nous allons chercber a d6ter«> 
miner de mani^re que 

(3) [uy^tau, 



h 
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[uY d^sigDant la valeur de u aprbs un tour de la variable autour du 
point a et C3 etant une constante; on devra avoir 

[a]'= J, (a,, Xi -h ocu ^2-+-. ..-+■««! ^n.) 
-♦-/j (an ^1 + «aj a:,-f- . . . -4- ac«» a;«,) 






Od satisfera k cet(e condition en determinant co, a?,, ^3,..., o;^ par les 
equations 

(an — 6) ) ^1 -+- «ii ^: -4- . . . -f- OCmi Xm = O, 

aii^i-H («« — w)^»-H . . . 4- ««? ^«=o, 



«i«x, -4-«M,:r,-h. . .4- (««« — &)) j?«==o, 



qui entrainent la suivante : 



ail — &) tfai 

au aw — w 



a«i 

a«i 



a 



tin 



aM 



amjH — CO 



= 0. 



Cette Equation, a laquelle, vu son importance, nous donnorons desor- 
mais le nom Adequation fondamentale relative au point a, fournira en 
g^n^ral m valeurs pour o : chacune de ces valeurs porl6e dans les 
Equations (4) permettra de determiner des quantites proportionnelles 
a a?i,a73,...,a?m, et donnera par consequent une fonction i^(^). 

19. Les racines de I'equation fondamenlale sont independantes du 
cboix du systeme fondamental : cela resulte de ce que les fonctions u 
qu'elle permet de trouver et les quantites co qui en dependent sont, 
d'apr^s ce que Ton a vu, parfaitement d^terminees. II reste toutefois 
une legere dilBculte lorsqu*elle admet des racines multiples : on aper- 
Qoit bien que deux equations relatives a deux systemes differents ont 



(') Ed particulier, si cette ^uation admettait co^me racine une solution de F^uation 
bin6me /^— 1 = o, on obtiendrait une fonction qui reprendrait la mdme valeur apr^s p 
tout autour du point singuUer, comme une fonction algdbrique. 
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les memes racines, mais on ne voit pas que les degres de multiplicite 
de ces racines soient les rnSmes. On pent d'ailleurs, et dans tous les cas» 
demontrer directement cetle propriete en se fondant sur ce que, dans 
cette Equation, le coeflicient de co* est la somme des determinants mi- 
neurs principaux du A'*"** ordre du determinant 






(Xti 



a 



im 



«», 



m 



CCm\ 

• • • 
CCmm 



On prendra un second systeme fondamental dont on exprimera les 
elements lineairement en j^i, J2»--m Jm» puis on calculera les quan- 
tites qui, dans la nouvelle equation, remplacent les a, et Ton consta- 
tera que les sommes susdites ne changent pas par la substitution 
(Brioschi, § 7, formule 6i). 

20. Supposons d'abord les racines de I'equation fondamentale toutes 
differentes entre elles et designons-les par 6)1, o),,..., ci);„ : on en de- 
duira, comme il a et6 expliqu^, m fonctions 1^1, u,,..., u^ telles que, 
en general, 

Ces m fonctions forment un systbme fondamental, car s'il existait entre 
elles une relation a coefficients constants, telle que 

C, Ml -4- C» M» -4-. . . -4- C« ?/« = o, 
on en conclurait, en faisant tourner la variable autour de a, 

Ci 0)1 III -f- Ct «, a, -f- . . . -4- C*. »m Urn = 0, 

Ci W* II, -h C, 0) J II, -4- ...-+- Cm «m M-i = O, 



C, W?-' Ui -4- C. Wr" Ha -4- ... -h Cm w;j-' Urn = O, 



d'oii 



I 
I 



«i 



6) 



&) 



&) 



m— I 



&) 



m— I 



I &)«! 0)m 



6) 



m—i 
m 



= o< 



ce qui est impossible. 



^ 
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21. CoDsiderons maintenantle cas oil gi>i estune racine multiple : on 
pourra toujours determiner une integrate jouissant de la propriete in- 
diquee par Tequation 

[w,]'=:a>, W|. 

Substituonsau systfeme fondamentaly,,y2»-M ymceluique Ton en de- 
duit en rempla^ant Tune de ces fonctions, y^ par exemple, par u^ ; il 
suffit pour cela que x^ ne soit pas nul. Or, en general, les quanti- 
Xk^x^y x^^., y Xjn ne sont pas nulies simultanement, et soient 



(^r 



[/>]' = pt. w. + P« ^3 ■+- • • -'- P'" r«» 

> 



Ies*formules analogues aux formules (2) du § 18; Tequation fonda- 
mentale 

W, — 0) P21 P,i ... Pmi 

O P« — Ck) P32 • . . p«» 

O Pm Pss— « •.. P-J 



'2M 



'3iR 



... PflUH— « 



= 



aura (§ 19) les memos racines que celle qui est relative au syi^teme 
Jo ya» • • • » Jin • on en conclut que Tequation • 

Pm — W P»i ... P«« 

P» P»3 — W ... P«, 



'3« 



^im 



... Pjhhi — « 



= 



admet encore la racine &>« et que, par suite, les Equations du premier 
degre en X2, X3 — , X^* 

P„Xa-hP„X3 -4-. . .-I-P„X«=:: W,X„ 

P*i X, -h Pw X, H- ...-+- Ps« X« = W.Xs, 



PfliaXa -+- PmjXs -+-... -f- PiiMiXm -=■ W| Xm. 

Annate i de VtcoU Normalc. a** Serie. Tome IV. 
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sont compatibles; si d'aprfes cela on pose 

on aura pour la valeur que prend i^a lorsque la variable a fait le tour du 
pointsinguliera 

[m,]'=(P„X, -f-(3s, X, H-. . .-4- P«. X«)i/, -f-o), Wa, 

ou 

0)21 etant une constante. Si c^^i est une racine triple de T^quation fonda- 
mentale primitive, on remarquera qu'au systeme fondamental i^i , /s* • • • « 
ym on pent en substituer un autre, obtenu en remplaQant par a^ Tune 
des fonctions J, ja par exemple. On repetera le raisonnement qui pre- 
cede pour le systeme fondamental U|, i^29/t»-«M yml on arrivera ainsi 
ais^ment k la proposition suivante : 

Si 6) I ^t une racine multiple d'ordre X de Viquationfondamentale^ il 
existera un groupe de X intigrales i^i, Uo**-' u\jouissant des propriitds 
exprimies par les dgalitds qui suivent : 

[w,y= &),//„ 

(6) { [Ms]'— «a.i Ml ■+- Wa,, M, -4- «, I/3, 



> 



[Ux]' = Ck)x,i M, -+- 6)x,j M, -^ . . . 4- a)x,X-i Mx_i -♦- w, r/x. 

Si les racines distinctes de V equation fondamentale sont o,, 0)2,..., co;,, 
e^ qu'elles soient respectivement d'ordres de multiplicitS egaux a X| , X3, . . . , 
X„, onformera ainsi n groupes comprenant en tout X|H-Xa + ...-+-X„=m 
intigrales qui, d'apres ce qui a did exposd prdcidemment^ constituent un 
systime fondamental d'intdgrales de Vdquationproposie. 

22. Les propri^t^s que nous venons d'etablir, relativement k un sys- 
teme fondamental particulier, nous permettent de trouver des formes 
sous lesquelles on pent mettre les Elements de ce systfeme dans le do- 
maine du point singulier a. 

Soil d'abord une int^grale Uf, telle que Ton ait, aprfes que la variable 
a fait le tour du point a. 



OES IlfTiGRALES DES EQUATIONS DIFFl^REIfTIELLES LINEAIRES. iSq 

Posons 

en prenant pour logcoi une quelconque de ses valours; la fonction 

reste uniforme dans le domaine du point a; en la designant par 9« (a?), 
on pourra poser 

5* done V Equation fondamentale admet m racines distinctes w, , w^, . . . , 
a);„, i7 existera un systime fondamental dont les iUments pourront Sire 

mis sous la forme 

w, =r (x — ay*<fa{x), a= I, 2, . . ., m, 

ou 

Ta = T-^ . 10gCt)a, a = 1 , 2, . . . , m. 

271 V^— I 

/e; diffdrences mutuelles des nombres r^ ne powani jamais £tre entieres et 
les quantitds f a(^) reprisentant des fonctions uniformes de x dans le do- 
maine de a^ ddveloppahles en doubles siries procidant suivant les puis- 
sances entieres positives et nigatives dex — a et com^ergentes dans le do- 
maine. du point a. 

23. Gonsiderons maintenant le cas d'une racine coi multiple, d'or- 
dreX; il existera alorsungrouped'integrales ii«, li,,..., ux, jouissantdes 
proprietes exprimees par les Equations (6) du § 21 : la premiere U| sera 
de la forme 

M, = (x — a)'"«9„(^), 

oil 

ri = — r:-l0g«„ 

any— I 

et oil fa {x) est une fonction uniforme de x. Gonsiderons maintenant 
laseconde; on a 

et, par suite, 









i8. 
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(Nous designeroDS desormais, comme nous I'avons fait jusqu*ici» par 
[/(a?)]' ce que devient/(a7) quand la variables? a faille tour du point 
singulier a). Ce point singuliera a, d'aprfes cette derniere egalite, le 

caractere d'un point singulier logarithmique pour la fonction —% c*est- 
k-dire qu'k chaque tour de la variable elle est augmentee d'une quan- 
tity constante — • II suit de la que la fonction 

r- 7= log(^- a) 

'*i a)i.27rv — > 

est uniforme dans te domaine du point a; si on la d^signe pour un 
instant par /(a?), on pourra poser 

(8) ^ = 5^iog(;p-.a)4-/(^). 

La fonction 

est aussi uniforme; on devra done prendre u^ de la forme 

(9) «^=(^— a)'"»[9ii{^) -H92«log(* — «)]» 

les deux fonctions fai(^) et (f2%{^) ^tant uniformes et la derniere ne 
difterant de f n (^) que par un facteur constant. 
On aura de meme» pour la troisieme fonction, 



<lij &)t 0)1 Hi a>i 

ou, en vertu de I'equation (8), 

On conclat de ik que la fonction^ se comporte dans ie domaine du 
point a comme la fonction 

k[\o%{x — a)]' -f- ^ {x) {\o%{x — a)], 

oil il^est une constante et vp(a7) une fonction uniforme qu'il serait aise 



I 
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de determiner; on est ainsi amen^ k mettre u^ sous la forme 

( 10) Ui = {x^ ay^ \ 931 {x) 4- <p„ (x) log( ^ — a) -+- 9„ [log(a; — a)]» j, 

oil 98i(a?)» 9s2(^)» ?8s(^) represeDtent des fonctions uniformes dans 
le domaine du point a. On pourrait continuer de la sorte ; mais les for- 
mules (7), (9), (10) font pressentir la loi cherchee et Ton est amene k 
^noncer le tbeor^me suivant, que nous n'aurons plus qu'k verifier : 

Si cj| est une racine multiple d'ordre X de r equation fondamentale, il 
existent un groupe d'integrcUes ii| , lia, . . , uijouissant des propriitis difi- 
niespar les dgalitds [&) du%^i et powvant se mettre sous les formes 

Ux =:(^ — ay'9,„ 

u^z={X'-' aY' [921 4- 93» log [x — a)], 

(11) / u^z=[x-' aY' J93, -h93,log(:r — a) + 9,2 [log(:r — a)»j, 

> • 

ttx = (^— rt)''»{9xi ■4-9^ilog(x — a)-4-.. .4-9xx[log(a: — /z)]^'|, 



ou 



rx =^ .= log«„ 

e/ ott 9ii, 92n***> ?xx ^^^^ des fonctions uniformes dans le domaine du 
point a. 

On verra de plus que ces quantity pewent sexprimer lindairement au 
moyen de celles d'entre elles dans lesquelles le second indice est i et que^ 
en particulierf les fonctions 9,|» 922y.» fn ^^ different quepar desfac- 
teurs constants. 

Pour verifier cette proposition, nous la supposerons vraie lorsqu'on 
se borne aux n — i premieres integrales Ui, u^y,..j u^^^ et nous ^tabli- 
rons que la forme consideree subsiste pour u^* 

On a, par les equations (6) du § 21, 

(12 ) ["«]' = ««i Ml -H «■> Mj 4- . . . -4- «„.»-» M«-i 4- 0), Un ; 

maintenant on pent toujours poser 

( i3) Un = (ar — a)*". |9„i 4- 9^, log(a?— a) 4- ... 4- 9*, [log( jt — a)}^» | , 
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en donnantaux fonctions fnit 9/iaf*« <pnn telles formes que Ton voudra, 
pourvu que Ton determine conveDablement (pn* - nous allons les expri- 
mer en fonclions lin^aires des fonctions 9, dont le premier indice est 
inf§rieur k n; elles^eront par suite uniformes dans le [domaine du 
point a. 

Dans ce but, nous egalerons les coefficients des puissances i, 2,..., 
/I — I de \og{x — a) dans les deux fonctions obtenues : la premiere en 
rempla^ant dans le second membre deTequalion (12) i/,, u.^,..., Un par 
les valeurs que fournissent les equations (11), la seconde en suppo- 
sant que dansle second membre de Tequation (i3) la variable fasse le 
tourdu point a» 9„i se changeant alors en [^m]' et ^i,,,..., (fnn gardant 
leurs valeurs primitives : on obtient ainsi, apres avoir divise par 
[x — aY\ une equation identique et n -> 2 equations dont le type est 
le suivan t : 

pour les valeurs i, 2,..., /i — 2 de ^. Ces n — 2 equations permettent 
de determiner (fn%^ ?/i4)-ii ^nn en fonction lineaire des quantites 9, 
dont le premier indice estinferieur k /i, quantites qui sontconnues. 

Ces equations etant satisfaites, les parties restantes des deux valeurs 
de [un\ doivent etre identiques, c'est-a-dire que Ton doit avoir 

W«i <Pn -4- W/12 <p»i -f- . . . H- &}„,„_! 9ii-i,i -f- W| 9»i 

nous determinerons 9^2 par Tequation 

= w»i ?ii -H ««» 9»i -4- . . . -t- Wji,«-i 9«-i,i, 

et il restera 

ce qui montre que la fonction (fni doit Stre uniforme» aiosi que nous 
I'avions annonc^. 
On voit aussi que les fonctions f peuvent toutes s'exprimer en fonc- 



m 
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tion lineaire k coefficients constants de celles d'entre elles dont le se- 
cond indice est I'unit^. 

En particulier, celle des equations (i4 ) qui correspond au cas ou Ton 
prend k= n — 2 donne 



d'oii 

?*»" ^^ 71 > -^ — \ii-t ?" • 

(w— i) (w — 2). . .1 (ci)i27rv/— -I J 

ce sont Ik les proprietes que nous avons annonc^es. 

II y a lieu de remarquer que, si les fonctions ii|, u.^,..., ux jouissent 
des proprietes qu'expriment les equations (6) du paragraphe prece- 
dent, on obtiendra un groupe de fonctions jouissant des memes pro- 
prietes, en remplagant Tune quelconque i/^ d^ ces fonctions par une 
combinaison lineaire 

oci Ui 4- aa Mj -4- . . . -f- a* w* 

de cette fonction et de celles dont Tindice est moindre. Cette remarque 
nous sera utile. 

On pent arriver aux formules (11) d'une fa^on bien plus rapide, mais 
moins rigoureuse, en employantun precede bien connu et qui consiste 
a passer du cas des racines simples a celui des racines multiples. 

Soient, en effet, r le logarithme, divise par 27r\/—- 1, d'une racine 
simple de 1' Equation fondamentale, et 

B 

I'integrale correspondante : la fonction 9 depend ^videmmentde r; re- 
presentons-Ia par 

<p(^,r). 

Supposons qu'une seconde racine de Tequation fondamentale tende 
vers la premiere; il existera une sedonde integrale que nous pouvons 
representer par 

h 6tant une quantite infiniment petite. La fonction 

( X — a)*^* 9 ( JTi r -4- A ) — ( X — a)''9 (art r) 

h 
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est aussi une int^grale; or, lorsque A s'annule, c'est-k-dire lorsque les 
deux racines deviennent egales, cette quantite devient 

^[(^-.a)'-<p(^,r)] = (j;-a)n ^-4-<plog(^ — a) • 

On demontrerait de meme que, si uoe troisieme raciue devient egale a 
la premiere, 

est encore une integrale, etc. Nous devious mentionner ce precede, 
quand ce ne serait que pour montrer de quelle fagon on pouvait decou- 
vrir immediatement les formules (ii); il y a lieu de remarquer aussi 
la faQon extremement simple dont sont liees entre elles les fonctions qui, 
dans nos derniferes formules, remplacent les quantites ^h, f is»..m ^/m- 

IV. 

24. Nous nous proposons maintenant d'etudier, parmi les Equations 
differentielles lineaires 

a coefficients uniformes/?4,/72,..., p^, celles dont toutes les integrates 
jouissent de la propriete de rester finies pour chaque point singulier a, 
quand on les a prealablement multipliees par une puissance conve- 
nable dex— a, et aussi pour a? == oo , quand on les a multipliees par 
une puissance convenabledeo?; mais auparavant il convient d*etudier 
de plus pr^s les fonctions que nous avons 6te amen^ pr^cedemment a 
introduire comme formes des integrales d*une equation lineaire a coef- 
ficients uniformes, surtout dans le cas oil ces fonctions jouissent des 
proprietes dont nous venons de parler. 

25. Nous ^tablirons d*abord le th^orfeme suivant : 

// nepeut exister aucune relation identique de la forme 

C.(ar — a/. J9r„i -4- ?r.,2log(^ — a) -♦-. . .-H 9r„«4.i[log{^ - a)]*j 

4- C. (a: — ay^ |9r..l -H 9r».» l0g(x - tf) H- . . . -f- <Pr.,|M-l {\0%[x - tf)]? j 



4- C* (^ — a)** J 9r».i -H 9r,., log(^ — a) -f- . . . -f- 9r,.x+, [log( x-a)Y\ = o. 
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ou les r sont des quantites fixes dont les differences ne sont ni nuUes, ni 
entiires^ ou les c sont des constantes et les cp sont des fonctions uniformes 
dans le voisinage du point a. 

Posons, en general, 

(k)| = e**'iv'^, / = 0,1,2, ..,A*; 

les 0) seront des quantites differentes les unes des autres. Supposons 
que Ton fasse faire a ^ ^ — i tours autour de a» on aura^ Equations du 
premier degre en Co, C,,..., C*, dont le determinant devra etre identi- 
quement nul ; or ce determinant, d^velopp^ suivant les puissances en- 
tieres de log(a7— a), pent se mettre sous la forme 

(x — a j %+'.-H...+r* jp^ ^ p^ iog(^ ^ a) -}-...-¥ Pf [log(d? — «)>!• 

les P etant des fonctions uniformes dans le voisinage de a. Chacune de 
ces fonctions devra etre identiquement nulle, sans quoi Tequation 

P. -h P, 2 -+- Pa 3' -f- . . . -h Pp 2? = O 

aurait une infinite de racines. Or la fonction Pp est egale, k un facteur 
constant pr^s different de z^ro, au produit 

qui est different de z6ro ainsi que tons ses facteurs. 
Par un raisonnement analogue, on voit que, si 

V = (a: — ay J9. -4- <p, \o%[x — a) -4- ... -4- 9r[log(ar — a)Y\ 

est une int^grale de I'equation (i), (^ — aYcfr est aussi une int^grale; 
car, si Ton substitue dans cette equation que Ton divise par [x — ay, 
le coefficient de [log (a? — a)]'' devra etre nul dans le resultat. Cette 
propriety doit etre rapprochee de la derniere partie du th^or^me 
^nonce dans le § 23. 

26. Occupons-nous maintenant des fonctions de la forme 

(i ) F = |<p, 4- <p, log(x — a) -f- . . . + <tn[\o% (x — a)Y\ [x — a)% 

qui restent finies, pour x= a\ quand on les a prealablement multi- 
pliees par une puissance convenable de x — a, 909 ?it* • ?n sont, 

JnnaUs de I'Ecole Normale. 9* Serie. Tomo IV. ig 
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comme d'habitude, des fonctions uniformes de x dans le domaine du 
poiata. Si roQ remarque que I'expression 

oil/? est posilif, est toujours nuUe pour a? = a, on voit que, pour que F 
jouisse de la propriete demandee, il faut et 11 suffit que les fonctions 
9o> ?i...» 9ii. developpees suivant les puissances de a? -r a, ne contien- 
nent qu'un nonibre fini de puissances negatives deo; — a : des lors, on 
pourra trouver un nombre r tel, que I'expression 

soit differente de zero et ne soit inBnie que comme une fonction 

(3) L = aH- piog(^-- a)-h. . .-f-X[Iog(^ — a)]" 

entifere en log(^ — a) et ayant ses coefBcients a, /3,..., X constants. 

Dans ces conditions, nous dirons que la fonction F appartient a Vex- 
posant r. 

27. On apergoit immediatement que, si F, F| sont deux fonctions 
appartenant respectivement aux exposantsr, Ti, le produit sera une 
fonction de meme nature appartenant a Texposant r 4- i\ ; on aura de 
plus, en se servant d'une notation dejk expliqu^e, 



[ 



FxF.y = [Fyx[F.]', [|;j=f|^ 



I • • • 



Si F appartient a Vexposant r, -j- ^^^ une fonction de mime nature^ 

appartenant a texposant r — i ; il y a exception dans le cos oil, r itant 
nuly F n' est pas infini pourx = a. 
Soit, en effet, 

F=(j:— a)'-{9, + 9,log(^— a)4-...-i-9/,[log(a;— «)}'4-..--4-<p«['og(^—a)l"j, 

les fonctions 90* ?i'* •• 9n ^6 contenant dans leur developpement que 
des puissances entieres et positives de a; — - a, et ne s'annulant pas a la 
fois pour a; = a, on aura 

rfF 

— =...^{x — a)'-'[r<fp -hip-hi) ?p+t -+- (a: - a) 9'p][log(^ - a)]^ -+- . . . 
-^ (x — ay-' [r(fn + (^ — a)?'J[log(x — a)y^ 
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9), d^signant la derivee par rapport k a? de 9^; il s'agit d'etablir que les 
coefficients des differentes puissances de log (a? — a) ne sont pas nuls 
k la fois pour x=a; s'ils ^taient tous nuls, on aurait, pour cette meme 
valeur de x, 



L'ensembre de ces egalites montre clairement que toutes les fonctions 
fnf'* 9p*'"9 ?o devraient etre nulles a la fois, ce qui est contraire a 
I'hypoth^se : cette conclusion/toutefois, nesubsiste pas dans le casoii 
r est nul; il suffit alors, pour que tous les coefficients des differentes 
puissances de log(a? — a) soient nuls, que Ton ait 

pour x = a; si done cette circonstance se presente, c'est-a-dire si, pour 
^ = a, F se reduit a la valeur finie et non nulle de (po> il y ^ura bien 

exception k notre theoreme; alors ^ appartiendra k Texposant zero 

ou, dans certains cas, a un exposant entier positif. 

En disposant convenablement de la constante introduite par Vintigra" 
tion, on peutfaire que V expression 

/F dx, 

oii F appartient a V exposant r, soil une fonction de mime nature que F, 
appartenant a V exposant r 4- 1 . 

II suffit de se reporter k la rbgle de I'integration par parties pour re- 
connaitre que f¥dx est de meme nature que F, au moins lorsque Ton 
choisitconvenablementla constante d'integration : maintenant, que cette 
fonction appartienne k Texposant r-+-i, cela resulte du theoreme pre- 
cedent; il ne pent y avoir de difficulte que dans le cas oil la fonction 
JYdx, de mSme nature que F, se trouverait dans le cas d'exception ; 
mais alors, en modifiant la constante de maniere que JYdx s'annulc 
pour a? = a, cette fonction appartiendra necessairement k un exposant 
entier positif, et F a Texposant moindre d'une unite. 

Remarquons encore que Ton a 



[S]'= ^ /fFrfx]'= /[F]'rfx + const. 



»9- 
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28. Supposons que, dans le domaine du point singulier x = ay Icutes 
les int^gralesj'oja,. . ., j^;„ de T^quation 

soient de meme nature que la fonction F [§ 26, Equation (2)] etappar- 
tiennent respectivement aux exposanls r^^ r,,..., r^\ supposons de 
plus ces integrales groupees eomme il a ^te explique dans le § 23, 
chaque groupe correspondant k une racine distincte de Tequation fon- 
damentale. 

Reprcnons maintenant la m^thode et les notations expliquees dans 
le § 13; on pent ^videmment diriger le calcul et choisir les integrales 
ji, J3|, /,,..., (V| des equations successives de maniere a tomber sur le 
systeme fondamental7<, ja,..., j,„. On reconnaitra aisement que les 
diverses integrales ji , ^i, ^,. . ., (V| sont des fonctions de meme nature 
que F, mais ne contenant pas de logarithmes et appartenant, si Ton a 
convenablement choisi le systeme fondamental, aux exposants r^, 
r^ — r^ — I, Tg — Ta — I ,...; si, par exemple, les X premieres integrales 
7i»72»««» J^x coincident avecle groupe Ml, Wa.-- ^\ [§21, Equation (6), 
et § 23, Equation (i i)], on aura 

d Ui 

^'- diu: 

d'ou 

r. y>-. J^r^T__ rf M>i Uy 4- ft), l/a _ d \ ]h\ ___ 

ce qui montrequezi estuniforme; de plus, I'^quation qui definit cette 
quantite montre qu*elle appartient aTexposantra — Ti — i, sauf dans 

le cas oil — * se trouverait etre dans le cas d'exception signal^ dans le 

paragraphe precedent; on devra alors substituer k u^ une combinaison 
de i^a 6t de U| telle, que 

(C 6tant une constante) appartienne a un exposant r\ superieur a 
r, = Ta, ce qui est toujours possible; alors la nouvelle valeur de z, ap- 
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partiendra bien a I'exposaDt r^ — Ti — i . Posons maiDtenaDt pour un 



instant 






les fonctions z,, z,,. . ., zx., sont de meme nature que F [§^6, equa- 
tion (2)], jouissent de proprietes analogues k celies deii^ I'a^--** ^\ 
[§ 21, equation (6)] et appartiennent aux exposants respectifs 
Ta — r, -- T , r^ -— r, — I , . . . , rx — r, — , I , au moins si Ton a choisi con- 
venablement les integrales m^ 1/2** •> ^i] rien done n'empeche de rai- 
sonnersur jz,, :^2«- •> ^)-i comme sur u^, l^a,..., u^. Ainsi on aura 

t — — ^ 

' dx Zt 

et /, sera une fonction uniforme, appartenant k Texposant 

Ts— r, — I — (r,— r, — i) — i = r3— r,— i, 



a moins que Ton n'ait r, = r^ et que — se trouve dans le cas d'exception; 



Zi 

alors on substituera k z, une combinaison lineaire a coefficients con- 
stants dez, et Z2 qui appartienne k un exposant superieur h r, : cela 
reviendra k substituer k u, une combinaison lineaire de u^, u^ et u^\ 
ce qui (§ 23, remarque finale) n'ofTre pas d'inconv^nient. En continuant 
de la sorte, on reconnaitra aisement les proprietes annonc^es ; on recon- 
naitra de plus que, parmi les integrales/,, z,,...,«^,, qui correspon- 
dent a un m^me groupe d*integrales du systeme fondamental, la pre- 
miere est la seule k ne pas etre uniforme; cela r^sulte d'ailleurs de ce 
que ces fonctions ne contiennent pas de logarilhmes et de ce que, en 
outre, les exposants auxquels elles appartiennent sont des nombres en* 
tiers. 
Remarquons encore que, d*apr^s ce qui precede, les fonctions 



i5o 
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appariienneot respectivemeat aux exposants 

r„ r,— I, r,~2,..., r,— (m—i), 

et que, par suite, leur produit 
appartient a Texposant 



r, -h I'i -\- . . ,-¥ Tm — 



m(m — 



Or ce produit (§ 14) ne differe que par un facteur constant, non nuU 
du determinant 



D 



dor-' 


dx^^ 


d'^y. 


dr-^y, 
dar-^ 


d'^Wm 


• • • • 



r. 



r» 



Nous pouvons done enoncer ie theor^me suivant : 
Le determinant Dpeut toujours itre mis sous la forme 

m{m — I) 

D, ^r|-*-rj-4-. ..-f-rm- • 

= (a? — fl) » ^{^)$ 

^{x) itant unefonction uniforme et continue dans le domaine du point et 
diffdrente de ziropourx = a. 

Nous avons insiste plusieursfois, dans le courant de la demonsti;ation^ 

sur la necessite de choisir convenablement le systeme fondamentalji^ 

Jsf'* Jmlorsque les exposants Ti , r,,..., r,„ ne sont pas tons differents: 

dans ce choix, en effet, la proposition cesserait d'etre vraie. Ainsi Te- 

quation 



admet comme* solutions les deux fonetions y^x et \lx^ — ^x^ qui appar- 
tiennent toutes les deux, relativement au point singulierO, aTexpo- 
sant \\ et le determinant 



D=: 



— X 

%\lx — 2 
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appartient a t'exposant i et non a Texposant zero que donnerait la for- 
mule pr^cedente imprudemment apptiquee; mais si Ton choisit le 
systfeme fondamental 



^Xf ^X^— 2X — V^— 2^X=^ 



X' 



^j; — 2 -♦- V^— 2 ^X 



dont tes elements appartiennent aux exposants | et |, le th^orfeme s'ap- 
pliquera sans difficulte. 

Nous avons suppose jusqu'ici le point a a distance finie; on pourra 
toujours ramener le point oo de la sphere k co'incider avec I'origine au 
moyen d'un changement de variable (§ 15) ; on pent aussi le trailer di- 
rectement : on trouvera alors une serie de th^orfemes analogues aux 
precedents et sur lesquels il est inutile d'insister. Ainsf: 

Lorsqu'une/onction F sera telle que I' on ait 

ar-F = <p, -^ 9, \ogx 4- <p,( loga:») -h . . . 4- 9«( \o%x )", 

9o» ?i9--» 9ii ^tant dans le domaine du point oo desfonctions uniformes 
et continues qui ne sontpas toutes nuUes a la fois^ on dira que F appar-- 

tient a Vexposant a; ^ appartiendra a Cexposant a — - 1, saufles cas 

d' exception; JYdx, si r on choisit cons^enablement la constante, appar- 
dendra a Vexposant « -h i . 

Siyify2f'"9ym ^ont les Elements d*un systeme fondamental de solutions 
appartenant aux exposants r^^ r2f.*9 r^, et si ce systime est cowenabl^ 
ment choisi, le determinant D pourra itre mis sous la forme 

)(^{x) itant^ dans le domaine du point oo ^ une fonction uniforme et con^ 
tinue, differente de zero pour a? = oo • 

29. II est maintenant bien ais^ de decouvrir la forme des Equations 
differentietles lineaires dont toutes les integrates sont dans le domaine 
du point singulier a, de la meme nature que la fonction F [§26, equa- 
tion (2)]. Nous appliquerons la meme m^thode qu'au § 17. Soientj^i, 
J^2^M*«^/mljBs Elements d'un systeme fondamental d'integrales^ choisis 
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et group^s comme il a ^t6 expliqu6 dans les paragraphes precedents : on 
resoudra par rapport a/io /?2, , . . , /^^ le systeme d'equations du premier 
degri 1 

dry, dr-\rx . rf*~*>-« . 

d* Vj dr- » Vj rf*-' V, 



d'oii Ton tirera, en conservant les notations du § 17, 

Or, lorsque la variable fait le tour du point singulierajes determinants 
Da et D sont multiplies par un meme determinant R, dont les elements 
sont les coefficients de la substitution lin^aire qui permet d*exprimer 
les nouvelles valcurs de yo^,'--* ym s^u moyen des anciennes. 
II en r^sulte que, si Ton pose 

logR, 



air^— I 



D et Da seront respectivement de la forme 

D.= (x— a)-'-^^'{x), 

n etn' iUntdes nombres entierSt ^{^(a;) et 4^'(x) des fonctions oniformes 
dans le domaine du point a (ceci aTait d'ailleurs ete etabli pour D). Si 
done on developpait les deux determinants D. et D, les logarithmes dis- 

ptrailraiem completement. Cela pose, soient r^^r^ r. les exposants 

auxquek appaitiennent respectivement j^,, y\ y^\ multiplions 

chacon des elements des determinants D. et D par one puissance de 
X — a hplt \ — Fexposant auquel appartient cet Element : cet expo- 
sant iUnt cdcule par le th^oreme du 1 27, saDS tenir compte du cas 
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d*exception, cela reviendra a multiplier Da par 
et D par 

2 r, ;— 

Les deux determinants ainsi modifies et ne contenant pas de logarithmes 
seront necessairement des fonctions uniformes et continues de x dans 
le domaine de a, car leurs elements appartiennent (§27j aux exposants 
supposes ou a des exposants plus forts de nombres entiers positifs; de 
plus le second ne sera pas nul, pour a? = a en vertu du paragraphe pre- 
cedent : il en r^sulte que le quotient /ia(j? — a)* est une fonction de x 
uniform e et continue dans le domaine du point a; elle pent etre uutle 
pour x = a9 mais jamais infmie; representons-la par Vaix), on aura 

Done : 

5/ toutes les intdgrales (Tune Equation diffdrentielle lineaire, dont les 
coefficients satisfont aux conditions d* uniformite et de continuite posees 
au commencement de ce chapitre, restent finies pour x = a, quand on les 
multiplie par une puissance comenable de x — a^ cette equation est de la 
forme 

dxT x—adx^-^ [x — aYdar~^ *' ' (x — a>r 

Pi (ar), Pa(ir),..., Pm(^) etant des fonctions uniformes et continues dans 
le domaine du point singulier a. 

Si cette propriete doit subsister pour tons les points singuliersa,, 
«2f'> ^p» Tequation devra d'apres cela etre de la forme 

d'^y _ Vy[x) d'^\r Pt(^) d'^\r , . ^mjx) 
rf^"" ^(x) dx^' '^ [^(x)Y dx^' [^{x)Y ^'' 

Pi(a?), Pa(j?),..., Pm(^) 6tant des fonclions uniformes et continues dans 
tout le plan et ^{x) representant le produit {x — a,), {x — a2)fM 

Annalet de I'icole Iformale, a* S^rie. Tome IV. 20 
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(x — a^)« Si Tod veut enfio que dans le domaine du poiot oo les iDte- 
grales muhipliees par uoe puissance convenable dexresteol fiuies, on 
reconnaitra, par un precede tout semblable a celui que nous avons 
employe, que p^x^ doit resler tini pour x = oo ; il en doit done etre de 
OK^me de 



Lr .•* i 



Or "t{*^x^]* est du degre cip : done, pour x = x , P,(x doit etre intini 
couune x* ^^^^ : sur tout le reste de la sphere. P^ x) etant une tonction 
continue el uniforme, on voil que P, x) est un polvnome eniierenxde 
degre a 3 — i) au plus: on en conclut que : 

Lts f\fuaiians if^fttntniitU^s tin^airts a coeffhrienis uni/ormes^ doni les 
Mitgrnks nont i/uun nambnt Jim J^^ points singidiers a^, a^,.... ^^, res- 
iitni /imts pour cAociui <£f cts points sin^uHers a, quand on Us a pniala- 
Uttment muk^M par mne puissance de x ^ a^. et pourjc = sc , quand 
OM ks mutiipiie par une puissance comremibit de x, cUcs soni tk lafarrme 



,^, jr) = ,x — i«c)^x — 4ik>. - .( jr — m^]^ 

eieA 

F,*— 4*vX* Fa*— *^ X\ * * Ffc,— **.X*: 

Jfsnr^jlliifJi^ «i» /^ jQ>iJ(aw5 eitlifrF em x de de^ mangmf par rimdice, oa 



m. XiMi$ aU%!>as ttiJitiitt»aol et;ikKr U n^riproque ii( oKte iaipcMrUiice 
prvf v<K$itHMi: ikmks TenooeinNrv^as ;»iasi : 

dklffdtemtitMt BmMure 



— ^ tur^^ jr— wc^wur"^ vX— ,« 



r^ 



M jr:r KwiirtMtir ?• x«P^ x P,^ x ji»u Ay j j iw rt fcw ta^ gi MiO ^ a x : ^ et 

m mt immt damsk Am m m m i iiti jfwti a^ mAm i dsKs k Am m m m t Je ee imllmf 

pmnt UM ^^s$dmejfmimmMii£^ufaif^jndts dkm£ tiu i» Aatmtt mmm 
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finis pour x=^a quand on les a prdalablement multiplies par unepuis-^ 
sance convenabk dex ~- a. 

II resulte de I'etude pr^cedente que, s'il eo est aiDsi, T^quatioo dif- 
ferentielle (i) devra admettre une solution de la forme 

(2) y=:(x^aY(i^[x), 

(f[x) etant une fonction uniforme et contiaue dans le domaine du 
point a. 

Si nous faisons dans T^quation (i) 

r={r-aYu, . 

elle prendra la forme analogue 

dx^ x—adx^-* (x-^af dx*^^ '" (a:— a)" ' 

en posant 

'. (a?) = ^ :r(r — i)...(r— i-hi) 

(m — 1) (m — 2).. .(m — i -hi) , , , . .n/"\ 

H ^-i .. ,. — -^ ir(r — i)...(r— i-+-2)P, (jc) 

H- 

Or, si Tequation (i) admet la solution (2), T^quation (3) devra ad- 
mettre la solution 

Co» Co C29... etant des constantes dont la premiere est essentieliement 
differente de zero : si Ton substitue cette vaieur dey dans Tequalion (3) 
et qu'on egale k z6ro le coefficient de [x — a)"**, on trouvera 

F^(a)C.:-o, d'oii F^(6r)=o, 

20 



(4) 



I 56 J. TANNERY. 

o*OAt-ii-dir6 quo r doit dtre racine do l^^quation 

' \ -r(r-i)...(r-m4-3)P,(fl)-...-rP«_.(a)-P«(a)=o. 

Cetto Equation joue le plus grand r61o dans toule notre th^orie; 
commo nous le vorrons plus tard, ses racines sont les logarithmes di- 

viads par arr^— i dos racines do T^quation fondamentale relative au 
point a. 

Co sont de plus les exposants auxquels appartiennent les elements 
d^m systbmo fondamental dontles groupes analogues au groupe (ii) 
du § 23 jouissont dos propri^t^s definies par les Equations (6) du § 21. 
A cos tilrcsi M. Fuchs a donn6 2i cette Equation le nom A' iquation fon- 
dtm^eniate ddiermiiumie relative au point singulier a. 

Nous 6tablirons imm^diatcment quelques propriet^s de cette equa- 
tion, propriet<&s qui nous serviront k d^inontrer la proposition fonda- 
mentale que nous venous d'6noncer. 

Romurquons d^abord que si P^ {x) eU par suite, P«(a, sont nuls, 
lYquAtion (5) est divisible par r; si Ton op^re cette division et que Ton 
chango ensuite r en r-hi, on obliendra Tequation fondamentale de- 
lorminante relative k r<&quaUon d'ordre m — i, obtenue en prenant 

pourinconnues^* 

On aper^ oil encore immidiatemeni que, si Ton pose dans Tiquation 
diflt^r^^nlieHe 

f {x) t^lant une foneiion uniforme et continue de x, dans le domaine 
du |>oint «% diflikente de n^ro pour x — a^ Tt^uation fondamentale de- 
t«riiiinant<(^ relative it r<kiuation diffiirentielle en u sera la meme que 
edte relatm )i r<^uation tny^ car les quantit<§s de^gnies par Pi (a), 
* r^ («)%«««% Pm { «) ont les mdjnes valeors dans les deux ^uations. 
Si dans Tt^Qation ( i) on fait 

Iw ncittes ^ ^<^uaUM Iwdaaieiitale detemiMoale relative )t Ti^ua- 
tiea en m seiwit eelWs de Ti^aatieii foftdhaneiitale diterauMnte relative 
)i rtiqMlieo e« v^ di«iuiiKke de r, . 
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Designons, en effet, par/(r) le premier membre de T^quation (5), 
r^quatioQ en p 

(Sbis) /(p4.r,) = o 

aura pour racines les racines de I'equation (5) diminuees de r^. Effec- 
tuons Toperation indiquee sur un terme de I'equation (5 ), par exemple 
sur le terme 

r(r — i). . .(r— m -he +1) P,(a), 



m—i 



que nous ecrirons 

[r]P.(«), 

en faisanty en general, 

p 

en vertu d'une formule bien connue, on a toujours 

[u + .]== Y' ....3../^ W [«']. 

* = 

On aura done 

(m— i)(m — I -h i). . .(/n — I— Ar-t-i) 



[p'Vr.]P,(a) = P,{.i)^ 



Aso 

Xp(p — i) ..(p — mH-i-hA--hi)Xr,(r, — i). . .(fi — A* H-i). 

Le premier membre de I'equation ( 5 bis) sera une somme de tels 
termes; or, si I'on rSunit tons ceux dans lesquels 

i + A =7, 

ontrouvera pour leur somme, en tenant compte de Tequation (4) du 
§29, 

p(p — i)...(p — /nH-jf-f-i)Oy(a), 

en convenant de faire 

Q.(«) = -i; 

r^quation ( 5 bis) sera done 

yp(p-i)...(p — m-4-7-f i)Q/(a) = o, 
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c'est-a-dire pr^cis^ment I'equation fondamentale determinante relative 
k r^quation differentielie en u. 

II suit de ces diverses propositions que si, dans T^quation (i), on 
fait 

oil 9(^) est une integrate de la forme {x — aY'f[x)^ f[^) 6tant une 
fonction uniforme et continue de a, differente de zero pour x = a, 
i'equation fondamentale determinante relative a I'equation different 
tielle en z aura pour racines les diverses racines de Tequation fonda- 
mentale determinante relative k Tequation differentielie en y dimi- 
nuees de r-hi. 

30. Nous aliens maintenant, relativement a I'equation fondamentale 
determinante (5), etabtir la proposition suivante : 

Soient r, , Tj, . . . , r^ les m racines de cette iquation.rangees de maniire 
qiiaucune des quantites r^ — r^ — i , Tj — r, — i , . . . , r^ — r, — i ne soil 
ni nulle, ni dgale a un entier positif^ condition qui sera remplie, enparti- 
culiery si les parties reelles ne vont jamais en croissant^ quand on passe 
d'une racine a la suivante; I'equation differentielie (i ) admettra une solu- 
tion de la forme 

jrz=z{x^ aYt(f{x) 

oA<p{x) reprisente une fonction uniforme et continue dans le domaine du 
point a, diffdrente de zero pourx = a. 

Faisonsy en effet, dans I'equation (i), la substitution 
elle deviendra 

(S\ d'^u_ Q^(x)dr-'u ^ Q,(x) d^Ui ^ ^ Qm^xjx) du , Q^(x) 

oil Qi (x), Qa(ix?)...., Qm-i (^) se deduisent de V^{x), Fj(a?),..., 
F,^, (a?), en affectant r de rindice i, et oii 

^ ' X — a 

QjM {x) sera par hypotb^se une fonction continue et uniforme de x 
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dans le domaine de a. Nous allons chercher a satisfaire a requatioii(6) 
par une serie de ta forme 

a = C«-t-Ci(:r: — a) H-Cj(^ — «)'-+- 

Pour cela nous T^crirons de la faQon suivante : 

- Q'(«) (^ - «v"-' ^=r - • • • - Q-. («) 5j 

(6 bis) ( 

= Q'.(x)(x-a)-'^-Q',(x)(^-ar-'^-... 

-Q'„_.{^)(^-a)^-Q.{^)«, 

en faisant, en general, 

* X — a 

Si maintenant on substitue k la place de u dans T^quation ( 6 bis) la 
serie 

C, -4-Ci(^H-a)--... 

et que Ton egale a zero le coefficient de [x — a)*, on trouvera Tequation 

[(A-H-i)A-...(A- — m-4-2)--(A-H-i)A-(A*— i)...(A'--/rn- 3)Q, (a) 

(7) I -(A*-*-i)A-...(A--m-t-4)Q,(a)-...-(A-H-i)Q«-.(a)]Ci-H. 

= Alt C* 4- All Gi-i -f- ... 4- All C«, 

les A ^tant formes au moyen de quantit^s numeriques et des coefficients 
des developpements des fonctions Q' (a;), suivant les puissances ascen- 
dantes de a? — a, par les seules operations d'addition et de multipli- 
cation. 

Pour que cette Equation puisse servir a determiner successivement 
les coeflicients de la serie, il faut d*abord que le coeflicient de Ca^, nc 
s'annule pour aucune valeur entibre et positive de k. Or T^uation oh- 
tenue en annulant ce coeflicient 

' ^ \ -(A--+-i)A-...(A--mH-3)Q,(a)- ...--(A-H-i)Q«-.,(a) = o 



i6o 



J. TAITNERT. 



n'est autre queT^qualioa fondamentale determioante relative k Tequa- 
tioo (6), divis^e par r et dans laquelle cm a change r en i( + i. Ces ra- 
cines serontdonc 

r, — r, — I, r, — r,— I,..., r« — r, — i, 

et par consequent ne seront ni nulles ni ^gales k un entier positif : le 
coefficient de CjtM dans Tequation (7) ne pourra done s'annuler pour 
aucune valeur enti^re et positive de k^ et Ton pourra determiner de 
proche en proche les coefficients d'une serie qui, mise a la place de u 
dans le premier membre de Tequation (6), ie rendrait identiquement 
nut; il reste a prouver la convergence de cette serie dans le domaine 
du point a. 

Pour cela, nous la comparerons a une autre serie dont la conver- 
gence apparaitra aisement et qui satisfera a Tequation analogue a 
Tequation (6 bis)^ 



(9)< '-^^ •- 



r 



X — a 
1 



V, 



Dans cette equation. Mo M,,..., M;„ sont les modules maxima des 
fonctionsQ'^ (^)> Q'a (^)»"-> Qm (^) dans le domaine du point a, rie 
rayon du cercle qui limite ce domaine etyi,729--*ymdes constantes 
positives quelconques^ telles cependant que I'equation en k 

(*--t-i)A-...(A- — m 4-3)/, -+-(*• -t-i) At... (A* — m -4- 4)r«-^ •••-♦■(*' "♦■Or-^t =« 

n'ait pas de racines enti^res positives. 

II est d'abord ais^ de prouver que Tequation (9) admet comme so- 
lution une serie k coefficients positifs 

«» 

(10) (.=2^gr.(ar— «)•, 
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ou gQ est different de zero et qui est convergente dans les environs du 
point a. 
Si, en effet, on substitue cette serie 2i la ptace de r dans I'equa- 

tion (9) muUipli^e par i — ^~^ et que Ton egale a z6ro le coefficient 

de (a? — a)*, on trouvera 

[(A-4-i)^...(A-~m + 3)/,4-(A--+-i)A-...(A---mH-4)/,-f ...-+-(A--+-i)/«-i]gr4+i 

d'oii 

lim?:^-^ (pourK = 3D)=: 

gi /•'• 

Si done on prend 

mod. f^rr — aX; 



mod. (x — a)<C. -^ > 



la serie sera convergente. 

Si maintenant on substitue la meme serie (10) a ia place de r dans 
TequatioD (9) elle-meme et que Ton egale a zero le coefficient de 
{x — - a)*, on trouvera T^quation 

( = B*. gr* ^ B*. gri-, -f- . . . -f- Bm gr. 

Les quantit^spositivesBA/ctant fornixes avec les quantit^spositivesM, 
comme les quantites Am de Tequation (7), le sont avec les coefficients 
des developpements des fonctions Q' (a?) selon les puissances ascen- 
dantes de j? — a : il suit de Ik que Ton a, en general, 

Bi<)>mod. An. 

Si, en outre, go est positif, il en sera de m&tne de g^f g2,»"f gh* Main- 
tenant, si Ton compare les Equations (7 ) et (i i), on voit de suite que, 
au moins k partir d'une certaine limite /, le coefficient de €^4.4 est tou- 
jours superieur au coefficient de gk^^. Si done, pour k inferieur a /, on 

JnnaUi da I'KcoU Normak. %• S^rie. Tome IV. 21 
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a toujours 

cette inegalit^ subsistera certainement pour k sup^rieur a t. 
SupposoDs que Ton tire des Equations ( 7) et (i i) 

C* = <AoiCt, gk = 1JI4 g%9 

les quantit^s jIa» ia>A etant iDdepeodantes des quantites G et g\ soil de 
plus X le module maximum des quantites 

et iR» le module minimum des quantites 

aucune des deux quantites Ji et ifl ne sera nulle; si Ton choisit Co de 

manifere que Ton ait 

ia>gt>>oM»mod.C«, 

rin^galit^ (12) sera certainement satisfaite. La convergence de la 
sirie u est, par consequent* ^tablie pour les environs du point a : elle 
est convergente pour tout le domaine de ce point, ce qui resulte, soit 
de la continuity, soit, si Ton veut, de Tin^galite 

oil Ton peut evidemment supposerji aussi grand qu*on le veut. 
31 . L'existence d'une solution de la forme 

une fois ^tablie [rappelons que f{x) doit etre une fonction uniforme, 
continue dans le domaine du point a et differente de zero pour x = a] , 
le reste de la proposition fondamentale annoncee dans le § 29 s'eta- 
blira aisiment : si, en effet, dans I'^quation 



^ ' dxr^x — a dx^ "^(*— a)» dxT-''^''*'^ [x — af-^' 
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oa fait 

on obtiendra une Equation 

et il estbien aise de voir que les fonctions F, (^), Fa (^)»*--» PL»-i(^) 
seroot, dans le domaine du point a, uniformes et continues [§ 13, 
equation (4)]. Les racines de Tequation fondamentale determinante 
relative k cette equation (:2) seront (§29) 

si Ton a range les racines Ti, Tj,..., r^ dans un ordre tel que rj — ri ne 
soit jamais un nombre entier positif poury >i; la meme propriete 
subsistera pour les racines ci-dessus dans Tordre oil elles sont et I'equa- 
tion en z admettra une integrate de la forme 

^ etant une fonction uniforme et continue dans le domaine du point a, 
differente de zero pour x = a. 
II en resultera t'existence d'une integrate 

y^=y,Jz,dx, 

pour I'equation (i), integrate qui sera une fonction de mSme nature 
que F [§ 26, equation (2)] et appartiendra a t*exposant 

Tj — r, — I H-i -f- r, = r,. 

Si de meme, dans I'equation (2), on fait 

on obtiendra une equation en / qui admettra une integrate de la forme 

X{^) ^tant une fonction uniforme et continue dans le domaine du 

21. 
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point a, diff(6reiite de z6ro pour a; = a, et Ton obtiendra une trobifeme 
int^grale de Tequation (i), savoir : 

r%=rtfzxdxjtxdx^ 
apparteoant k Texposant 

r, — r, — i-f-i-f r,— r. — i + i -h r, = r,. 

» 

Les integrales^o 2,, i,,..., q^, des eqaations difiKrentielles auxiliaires 
6tant toujours de la forme 

o\xf[x) est une fonction continue et uniforme dans le domaine de a, 
difierente de zero pour x=^ a^ et les logarithmes ne pouvant s*iotro- 
duire que par les integrations (§ 26). 

On arriTcra ainsi k etablir Texistence d*un systeme fondamental d'in- 
t^^les de r^quation (1), dont les elements sont des fonctions de meme 
nature que F [§ 26, equation (2)], appartenant respectiveroent aux 
exposants r,, r.,..., r^\ comme les combinaisons lineaires que Ton 
pent former avee ces elements ne peuvent evidemment appartenir qu'a 
ces exposants ou a des exposants dont les differences respectiyes a?ec 
les precedents soient entieres, il faut bien que les racines r,, r^,..., r. 
de Tequation fondamentale determinante soient les logarithmes divi- 

s4s par 22r\ — i des racines s),, (k>2'-*-« ^m de Tequation fondamentale. 
Telle est la facon remarquable dont ces deux equations dependent Tune 
de Tautre. 

32. Nous distinguerons maintenant deux cas : 

I"* Parmi les racines r,, r,...., r^ de I'iquation fondamentale deter- 
minante, il n*y en a pas deux dont la difference soit nuUe on entiere. 

Les differences r^ — r^ — 1 1 r, — r, — 1 r. — r, — i nc sent alors 

jamais ^les aun nombre entier, positif on nul, dans quelque ordre 
que Ton range les racines : par cons^uent, il existera m int^rales 

les fonctions ^ , x . s, '.v ?« ' ^) etant toutes oniformes et tonti- 

noes dans le domaine dv poial «» diflerentefi de aero poor x = a. 



^ 
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Ces m int6grales» d'apr^s leur nature, forment un systfeme fondamen- 
tal; au surplus, en reflechissant sur le precede indique dans le para- 
graphe precedent, on voit clairement que les integrations ne peuvent 
pas introduire de logarithmes. Dans ce cas, I'equation fondamentale 
n'aura pas de racines ^gales. 

n^ S'il se trouve entre les racines r,, r^,..., r^ des differences nulles 
ou entiferes, on separera les racines en groupes (R) tels, que chacun 
d'entre eux ne comprenne que des racines dont les differences reci- 
proques soient nulles ou entibres et comprenne toutes ces racines : cer- 
tains groupes pourront ne contenir qu'une seule racine; puis on ran- 
gera les racines de chaque groupe de maniere que la difference d'une 
racine quelconque et de celle qui la suit ne soit jamais negative. Dfes 
lors, on pourra, sans crainte d'etre arrete, faire les operations indi- 
queesdans leparagraphe precedent, en commeuQantpar n'importequel 
groupe : on obtiendra ainsi autant de groupes (S) d'integralcs qu'il y 
a de groupes (R) de racines. Dans chaque groupe les exposants aux- 
quels appartiennent les racines ont des differences entiferes; il ne pent 
y avoir de relation lin^aire k coefficients constants entre les elements 
d'un meme groupe, puisque ces elements font partie d'un systeme fon- 
damental. 

II est bien aise de retrouver sur les elements d'un groupe les pro- 
prietes definies par les equations (6) du § 21, proprietes d'ou Ton 
deduira pour les elements eux-memes la forme donnee par les equa- 
tions (ii) du§23. 

Soit, en effet, (R) un groupe de racines r,, r,,..., rx; nous commen- 
cerons les operations par ce groupe. Soient 

les integrales correspondantes, formant le groupe (S):^| est de la 
forme 

et, en faisant 



f^ — ,^— .-./— I 



on aura, apres avoir fait le tour du point a, 
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z, est une fonction uniforme, puisque r2 — r« — i est un nombre entier 
positif. On aura done 



m 



C etant une constante; on deduit de Ik 
On prouvera de meme que Ton doit avoir 



ci>3i9 a>3,» oi>x,x^« etant des constantes; il suit de la (§ 23) que Ton pent 
faire 

jr^ z= [X — ayt (fu, 

J, = (j; — a)'. [<p„ -h 9m log(x — a)], 



7h9 7sm--m fxx etant des fonctions continues et uniformes dans le do- 
maine du point a. On arriverait k la meme conclusion en etudiant la 
s^rie d'int^grations par lesquellcs on deduit y^, j2>---9 yx de z^, 
/,,..., Wt.W resulte du§23 que Ton peut> en general, exprimer lineai- 
rement (^— a)''*<pap au moyen des fonctions 

Supposons, en particulier, que dans le groupe (R) les racines r^, 
r,,..., F\ soient toutes distinctes : alors leurs parties reelles iront tou- 
jours en diminuant et^ si (pat ^tait identiquement nuU fa^ serait nul 
pour a?= a; il resulterait de Ik que ja appartiendrait a un exposant 
sup^rieur k r^, ce qui est impossible. Dans ce cas done, le terme 
{a^ — ay* (fan qui ne multiplie aucun logarithme, ne manque dans au- 
cun Element J,, ja,...,7x, etdeplus Telement^a'^ppdrtient au meme 
exposant que ce terme; une combinaison lineaire 

Ci^-, -4-0,^,4-... -4- C/. 
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appartiendra evidemment h I'exposant r^ et le terme qui ne multiplie 
aucun logarithme n*y pourra manquer. Gette propriete subsiste done 
pour toute integrale de I'^quation proposee qui appartient a Tun des 
exposants ri,r2,..M ^; on en conclut aisement que> dans une pareille 
integrale, le terme qui ne multiplie aucun logarithme ne pent jamais 
etre une solution de I'equation diSerentielle. 

33. Certaines des fonctions 9 peuvent etre nulles et il pent arriver 
qu'ainsi tous les logarithmes disparaissent : il importe de distinguer 
les cas oil cette circonstance se presente. 

Remarquons d'abord qu'elle ne pent jamais avoir lieu si, dans un 
groupe(R),il existe deux racines ^gales ; si, parexemple, on ara=ri, 
5, appartiendra k I'exposant r, — r, — i = — i et sera, par consequent, 
de la forme 

X — a ^ ^ " 

A etant different de zero et (p{x) etant une fonction uniforme et con- 
tinue dans le domaine de a; il en resulte que 

fztdx 

sera de la forme 

Alog(:r — a) -f- vp(a;), 

et, par suite, y^ de la forme 

{x — a)'« [<p,i (x) -h 9„ log {x — a)]. 

Si d'autres racines du groupe 6taient 6gales, les logarithmes apparai- 
traient k un moment des operations et ne pourraient evidemment dis- 
paraitre par les integrations. 

11 ne pent done y avoir de doute que dans le cas ou toutes les racines 
^o ^2.'-. O^du groupe (R) sont differentes. 

Dans ce cas, on commencera par faire, dans I'equation differentielle, 
la substitution 

jr=z{x — ay^z; 

on obtiendra ainsi une equation differentielle en z dont Tequation fon- 
damentale determinante admettra pour racines les nombres positifs 
entiers 



l68 J. TANNERY. 

n existera an groape (1) d^iolegrales de TequatioD en s appartenant 
respectiTemeiit a ces exposants et d'oii I'on dedoira le groope (S ) d'io- 
legrales de requalioo eo y qui appartienneDl aox exposants rc,rsy..., i^; 
de plus, aucnne des aatres racines de Tequalion fondamentale determi- 
oante ne sera eotiere. Faisons, pour abreger. 



el supposons que Ton forme les derivees /^^^ des integrales de Tequa- 
tion en r appartenant au groape consider^; on obtiendra ainsi des 
fooctions qui appartiendroni, on a des exposants enliers nub ou poa- 
tifs, ou a des exposants enliers negalifs, suiTant que les integrales ne 
contenaieni pas de logaritbmes ou en conlenaienl. 

En eSet, une fonction du groupe (2) sera, si elle contieni des loga- 
ritbmes, de la forme 

Z='x — a;)'|9.-h9.log(x— a)-+-...-h9*[log(x — a)]*|. 

Or ctfx — a)'' est une integrate de Tequation en z, £atisant necessaire- 
men! partie du groupe fZ) el appartenania un exposant entier n ig2\ 
ou superieur a r, mais certainemenl inferieur a s. Posons pour un 
instant 

# (or) etantune fonclioo uniforme et continue dansle domaine de a, ne 
s*annulant pas pour x = a ; la diriTee nf^^ de Z contiendra le lerme 

1 . 3. . . n ^ x) [log(x — a]f, 

qui ne pourra se reduire avec aueun autre; cette d^rivee n^'^ appar- 
tiendra donc.au plus a Texposant zero, et, dans ce cas, sera infinie 
pour x = a z elle ne se trouTera done pas dans le cas d*exceplion du 
tbeoreme du { 27 et la deriTee suiTanle, 



appartiendra au plus a Texposant negatif -- 1 ; il en est de mime, a/t 
tiarit de 

i/x*' 
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Si doDc on forme une Equation differentielle liQeaire, admettaDt pour 
solutions les derivees ^^"^^^ des integrates de I'^quation en jz, et seule- 
ment ces derivees^ on reconnaitra I'existence ou la non-existence de 
logarithmes dans le groupe (S), d^apres Texistence ou la non-existence 
de racines negatives dans T^quation fondamentale determinante rela- 
tive k cette equation. En particulier, si le groupe (R) ne contient que 
deux racinesy on sera ainsi completement fixe sur la forme des inte- 
grales du groupe correspondant. 

II ne reste plus qu'a montrer comment on pent former une equation 
differentielle lineaire admettant comme solutions les d6riv6es 5'*'"*' 
des integrales de I'equation en z. On pourrait differentier s fois cette 

equation, puis 6liminer z, ^9--m ^zi^ entre les i-f-i equations ob- 

tenues; I'equation r^sultante ou Ton ferait ^ = u admettrait evidem- 

ment ces d6rivees y^*"*' comme solutions, mais on pent arriver k une 
equation d'ordre moindre, dans le cas oil I'equation en z admetune so- 
lution entibre de degr^ inferieur k s^ car il existe alors une relation 
lineaire identique k coefficients constants entre les ^^'^* d'un systfeme 
fondamental de I'equation en z. Pour arriver dans tous les cas a I'equa- 
tion differentielle d'ordre le plus petit possible, nous ^crirons I'equa- 
tion en z de la fagon suivante : 

d}z_ d^*z d^^z itz 

•j-jf etant la derivee d'ordre le plus petit qui entre effectivement dans 
I'equation propos^e. Si I'on fait 

d>z 
requation deviendra 

du d^u d'^^u 



19 



equation qui n'admet pas d'autres solutions que les derivees jS'^'"^' u 
<^2v»<<m des integrales i?i,s,,..M z^ de I'equation en s; onendeduira, 

Jnnales de I'tcole HormaU, 3* S^rie. Tome IV. 22 
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par la difi(§rentiatioD, 



dx-"^' dx^'^^'dx^'^^'^^^^daf^^^' 



Equation qui, si Ton y fait 



du 



n'admettra pas d'autres solutions que les deriv^es 

dui dut dum 

dx dx ^ dx 

des int^grales de I'^quation en u. Si Ton avait, en effet, 

^ du\ fy dUi ^ dUm 

on en deduirait 

C, a, -4- Cj a, -h . . . -+- C« M« = C, 

et la constante C serait une solution de I'^quation en u, ce qui est im- 
possible. On continuera ainsi de proche en proche jusqu*k ce que Ton 
arrive a Tequatibn cherch^e. 

34. Lorsque, en general, on aura reconnu I'existence d'une inte- 
grale de la forme 

^ = (57 — a)'!?, -h<p,log(^ — a)-h...4-9«[log(a7- a)]"}, 

ou <Po» ?«>•••> <pn representent des fonctions continues et uniformes dans 
le domaine du point a, on pourra employer le proc^d^ suivant pour la 
determination directe de ces fonctions; on substituera cette valeur de^ 
dans Fequation propos^e et Ton egalera k z6ro les coefficients des di- 
verses puissances de log (a;— a) : on obtiendra ainsi n Equations 
differentielles lin^aires simultan^es, contenant, sauf une, des seconds 
membres; on cherchera ensuite a determiner n-hi series de la forme 

a,- -4- ^i{x — a) -hji (ar — a)* -h. . ., . 1 = 0, i, 2,. . .,/i, 

qui, mises k la place de 90* ?!'*••> fn* satisfasaent k ces equations.. 
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35. II peut se presenter, relativement k un point singulier a, une cir- 
constance digne d'attention. 

SupposoDs que les racines r^ r2,..., r^ de r^quation fondamentale 
determinaQte soient toutes enti^res, positives et distinctes, de fa^OD k 
ne former qu'un seul groupe; il peut se faire que les integrates corres- 
pondantes ne contiennent point de logarithmes ; d^s lors elles ne pr^- 
senteront en ce point aucune espfece de singularity, et le point a ne 
sera pas en r^alite un point singulier; il nediflffere des points ordinaires 
qu*en ce que le determinant 

... jr^ 



r^ 



rfo:"-! 


da^-^ 




dx*-^ 


d^-'rm 


rf-% 



• . • • 



y est nul. M. Weierstrass a d^signe.ces points sous le nom de points a 
app€irence singuUire. Il est ais^ deles reconnaitre, d'apres les principes 
qui precedent. 

V. 

36. Ces principes poses, nous allons en faire quelques applications. 

Nous donnerons d'abord certaines conditions necessaires pour que 
toutes les integrates d*une Equation lineaire soient alg^briques. 

Les equations lineaires qui jouissent de cette propriety appartiennent 
evidemmcnt k la classe d' equations que nous avons plus specialement 
etudiees et dont le type est (§ 28) 



dor ^[x) daf"' [+(^)? daf^^ 



[^(x)r ^' 



(y\x^[x) = (a?— ai) (a? — aa)... {x — a^) et oil Y^^[x), 'S%(^^)[x),... 
Fm((>-i)(^) sont des fonctions entiferes en x dont le degre est au plus 
egal k I'indice. 

On devra etudier chacun de leurs points singuliers a^ aa,..., a^, 
auquel on adjoindra le point qo de la sphere; les racines des equations 
fondamentales determinantes relatives k ces differents points devront 



aa. 
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lOutes etre ratioiiiielles et dislinctes; de plus, pour chacun des points 
singuliers a, , aj, . . . , ap, . . . , 00 les conditions du § 33» necessaires et suf- 
fisantes pour que les elements du systeme fondamental ne contienDent 
point de logarithmes, devront etre satisfaites. 

Si toutes ces conditions sont remplies, les diverses int^grales de Te- 
quation propos^e n'auront qu'un nombre fini de points singuliers, prd- 
sentant tons le caract^re des points critiques algebriques; mais ce ne 
seront pas necessairement des fonctions algebriques, car elles restent 
^videmment susceptibles de prendre une infinite devaleursen uu m6me 
point; la distinction des cas oil ce nombre de valeurs est fini semble 
d'une difficult^ d'une nature tout autre : cette difficult^ se lie a la ques- 
tion du passage d'unsystfeme fondamental relatif a un point singulier 
au systeme fondamental relatif k un autre point singulier. 

37. Les Equations differentielles lin^aiTes k coefficients constants ne 
rentrent pas dans le type du § 28. Tout ce que la th^orie nous apprend 
sur les int^grales de ces Equations, c*est qu'elles ne peuvent presenter 
de singularite qu'au point 00 ; on pent d'ailleurs, par un changement 
de la variable independante, ramener ces Equations au type normal. Si 

oil />f , />a»-«M Pm sont des constantes, est Tequation k laquelle on a af- 
faire, on posera 

et Ton aura en g^n^ral 

oil les a sont des constantes num6riques donn^es par la formule 

„,-'V"' (-!)'( At -,•)>-. 

••I — y : Ti ■ ■ . > 

^ 1. 2.. • IX 1.2. .. (At — I — i) 

de sorte que T^quation propos^e prendra la forme 
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Pit />2«--M Pm ^tantde nouvelles constantes. Cette Equation est con- 
forme au type du § 28. 
CoDsiderons en general les Equations de la forme 

oil Pf, Pa,... 9 P^ sont des constantes. 

Elles n'admettent pas d'autre point singulier k distance finie que le 
point a; Tequation fondamentale determinante relative k ce point sera 

(§29) 

r(r — I )...(r— m-f-i)— r(r-— i).. .(r— • m-h 2)Pi — . . .— rP«-., — P,, = o. 

Si r, est una racine de cette Equation et que Ton fasse 

on verra, d'apr^s T^quation (4) du §29, quele coefficientde u dans Te- 
quation differentielle r^sultante est identiquement nul : cette Equation 
admettra done une solution de la forme i£ = C«, et par suite Tequation 
propos6e une solution de la forme 

Si toutes les racines r,, Tj,..., r^ de T^quation fondamentale determi- 
nante sont distinctes, la solution complete de Tequation (3) sera donate 
par la formule 

8*il y a deux racines ^gales k r, , on fera dans T^quation proposie 

L'^quation resultante en u sera de meme fortne que la proposed, si ce 
n'est que le coefficient de u sera nul ; en posant 

du , 

Tequation fondamentale determinante relative k T^quation en u! admet- 
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tra la racine — i : I'^quation en u! admettra done la solution 

r^quation en u la solution 

a = Clog(x — a), 

et r^quation en y la solution 

jr = C (a? — a^i log(^ — a). 

En continuant de la meme fa^on, on reconnaitra en g^niral que, s'il 
existe X racines egales k r^^ I'equation admettra la solution 



y=[x— aYxip -H jlog(a7— a)-h...-4-5[log(^ — «)]^' > 



Pf qf..., s dtantdes constantes; e'est Ik, d'ailleurs, un risultat bien 
connu. 

Revenons k T^quation {2) : elle devra, d'aprfes ce qui precede, ad- 
mettre une solution de la forme 

d'od resulte que I'equation (i)> k coefficients constants, devra admettre 
une solution de la forme 

et Ton estainsi ramen^ k la m^thode ordinairement employee pour. la 
r&solution de pareilles Equations. 

38. Consid^rons encore les Equations du second ordre conformes au 
type du § 28, et admettant deux points singuliers a, b; elles seront de 
la forme 

( J? — a)»( ^ — 6 )» T-; -h (^ — a) ( J? — b){fx -^- ff) J- -+- ( Ax* -hkx-^l)u = o. 

On les ram^nera d'abord k la forme 

(X - a) (x - 6) ^ -+- (m« -f- n) ^ 4- />r = o; 

il sufGira pour cela d'employer la substitution 

u=i{x — aY{x^bYyf 



n 
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en prenant pour retr^ des valeurs qui satisfassent respectivement aux 
deux equations fondamentales determinantes relatives. Tune au point a, 
Tautre au point b. 

On pourra ensuite, par un changement de la variable ind^pendante, 
amener les deux points a etbk coincider avec deux points singuliers 
quelconques, o et i par exemple; il suffira pour cela de faire 

a7 = (6 — a)^-i-aj 
r^quation prendra alors la forme 

les valeurs de m, n, p n'etant plus les memes, bien entendu. 

il y a lieu de consid^rer les trois Equations fondamentales relatives 
aux points Oy i, oo . 

Les equations relatives aux deux premiers points sont 

r(r— i) — iir = o, d'ou r=o, r = n-» 

et 

r(r— i)-l-(m-f- ii)r:=o, d'oii r=o, r=i — m — n. 

Pour le point oo , il faut d'abord faire (§13) la substitution 

I 

Tequation deviendra alors 

2 — a/ — m — ni p 



d}Y 1 — t dr I — / 

_T^ _ _^^__.^ = o. 

et Tequation fondamentale relative au point / = o, sera 

r(r— i)-h(2 — m)r-+-p = o, 

ou 

r»-4-(i — m)r-4-p = o. 

D^signons-en les racines par a et jS, nous aurons 



• • • • 
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posoos enfin 

I'dquatioD proposee prendra la fonne 

c*est la cil^re ^uation diffireDlielle itudiee par Gauss, k laquelle 
tisfoit la s6rie hypergiomitrique 

ria,p,7,ar, i^^^^or-i- ,.a.y(y4-i) 

Les raeines des diyerses ^uations fondamentales detenninantes soot : 

Pour le point X = o r=o, r=i — y; 

Poor le point X = I r=o, r==y — « — j5; 

Poarlepointx = aD .. . r = a, r=^. 

Si 7 n*est pas an nombre entier nigatif, il existera dans le domaine do 
point one fonction unifonne salisfaisant k Tequation : c'est la s6rie 

hypergeometriqne 

P = F(«, |5, y,x), 

elle-^neme convergeste dans le cerde dtoit da point O conune centre 
aTOC an rajon egal )i i . Dans le memo cercle doit exister ane solation 
appartenant )i Fexposant 1—7; poar Toblenir, noas ferons 

on anra ainsi Fiqaation 

qai ne dilfore do r^oatioa esy qae par le duAgeBient de c |5. 7 res- 
pectireaiait oic + i— 7»j3h-i — 7»2 — 7; lorsqoe ce dernier nom- 
hre ne sen pas on entier nigatif, Feqnation en admettra la solation 

el par eonseqaent T^aitios preposie adaMltra la solation 

Q = x^F(«-«-i— 7, j»-*-i — 7,a— 7,x). 
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Lors done que 7 ne sera pas entier, la solution complete de T^quation 
propos^e sera, dans le domaine du point zero, 

CP4-C'Q, 

C et C etantdes conslantes arbitraires. 
Pour etudier le point i , faisons 

('equation deviendra 

equation qui ne diflf^re de la proposee que par le changement de 7 en 
a -+- ^ -I- I — 7; si done a + /3 4- 1 — 7 n'est pas entier, I'^quation pro- 
posee adniettra dans le domaine du point i les deux solutions 

S=rj:T— PF(y — p, y— a, H- y — a — p, i — x), 

et la solution compile sera, dans le domaine du point 1, 

CR -h C S, 

C et C etant des constantes arbitraires. 

Remarquons que les deux domaines des points o et 1 empietent Tun 

sur Tautre ; dans la partie commune, si les nombres 7eta-f-/3-l-i — 7 

ne sont entiers ni Tun ni Tautre, les series P, Q, R, Ssont simultane- 

ment convergentes, et si X, X',/x, iif sont des constantes convenables, 

on devra avoir 

R = XPh-|ixQ, S = X'P-h.a'Q. 

La determination effective des constantes >., fji, X', fji' permettra de 

passer d*un domaine dans Tautre. 

Examinons maintenant le point oo : quand on fait dans Tequation 

proposee 

I 

die (levient 

''(' - ^'J + /[(y - 2) ' - (« + ? + ')] ^ + «?y = o. 

yinnatcs de I'tcole Normale. u' S«rie. Tome IV. ^3 
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L'equation foodamenfale determinaDte reiative au point zero a pour 
racines a et ^; cherchons, par exemple, la solution qui appartient a 
Texposant ol et» pour cela, faisons 

Tequation prec^dente deviendra 

equation qui ne difiere de la proposee que par le changement de a, ^, 
7 respectivement en a, a h- i — 7, a — j3 -h i : si done a — j3 -4- 1 n'est 
pas un entier nul ou negatif, elle admettra la solution 

• F (a, a H- 1 — y, a — p -+- 1, /), 

et l'equation proposee la solution 

T = ^ F (a, a H- I - y , a ~ P H- I , i ) ; 

de meme, si j9 — a + i n'est pas un entier nul ou negatif, T^quation 
proposee admettra la solution 



U = ^f(p,P^,-7,P-.«-m,1) 



Ces deux series T et U sont convergentes dans tout le domaine du 
point oo , c'est-a-dire dans toute la portion du plan ext^rieur au cercle 
de rayon i, decrit de Torigine comme centre. 

Les domaines du point i et du point qo empietent Tun sur Tautre; 
dans la portion commune, T et U doivent pouvoir s'exprimer en fonc- 
tion lineaire a coefficients constants de R et de S. 

Lorsque 7 est un nombre entier, ou bien 7 -- a — ]3, on bien a — |3, 
il pent 7 avoir des logarithmes dans les solutions completes de l'equa- 
tion dans le domaine du point zero, ou du point i , ou du point qo : 
cherchons ce qu'il en est. 

On trouvera aisement que, si Ton fait 
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la fonction satisfait a I'equation differentielle 

(ar» — j:) ^— ^ — [(y -f./n) — (« -f-m-}- (3 -H m -f- i)j;] -t h (a-f- m)(P-f-m)w = o, 

qui ne diffbre de Tequation proposee que par le changement de a, /3, 7 
en a -H /n, p -H /7i, 7 -f- m; requatioo fondameDtale determinante re- 
lative au point zero aura par consequent pour racines o et i — 7— /w. 
Si done 7 est un nombre entier, positif, nul ou negatif, 1 — 7 — m 
(inira toujours par etre un entier negatif; alors Tintegrale complete 
dcvra toujours contenir un logarithme dans le domaine du point zero. 
On conclura de la aisement qu'il en est de meme pour le point i, ou 
pour le point 00 lorsque 7 — a — |3 est un nombre entier, ou bien 

Dans ces differents cas, effectivement, nous avons vu qu'il n'exisle 
qu'une seule des deux series P et Q, ou R et S, ou T et U. 

Pour obtenir alors la solution complete, on pent se servir de la solu- 
tion deja obtenue; designons-la en general parj^, et faisons 

dans {'equation proposee; on aura, pour determiner z, T^quation 



OU 



z x^— X /, X — I X y\ 



d'ou 



z 



x^y\ 

et, par consequent, 

sera une seconde solution de Tequation. On pent encore employer la 
mcthode indiquce dans le §24 et determiner le termequi ne multiplie 
pas de logarithme au moyen d'une equation differentielle contenaut un 
second membre. 

23. 
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Nous appliquerons cette metbode dans le cas ou les deux racines de 
Tequation fondamentale determiuante relative au point zero soutegales, 
c'est-Ji-dire dans le cas oil y = i . 

L'equation proposee se reduit alors a 

elle admettra d'abord la solution 

P = F(a, p, I, J?)= A. -f- A,ar -h. . . 4- ArfX'-h. . .. 

En faisant 

___ g(g-l-i).>.(gH-i — i)XP(P-*- i)...(P-hi — i) 



A/ = 



I».2». . . I» 



cherchons a satisfaire k cette Equation par une fonction de la forme 

j = 9-f-Plogar, 

(p etant une fonction continue et uniforme dans le domaine du point 
zero; en substituant dans l'equation proposee, ^galanta zero Tensemble 
des termes qui ne contiennent pas de logarithmes en facteur, il vient 

rf*Q , do rfP 

si Ton fait 

9 = A^Of -f- Ai fli X -4- . . . -4- AiCiX*-^ . . . , 

que Ton remplace 9 et P par les series equivalentes dans Tequation dif- 
ferentielle et que Ton 6gale k z6ro le coefficient de a/^ il viendra 

(a -f- 1) (P H- 1) Aia, — (1 H- i)*An.,af+, H- (a -f- P -H 21) A,— 2(1 -|- 1) A.-h 1 = o 

ou, en remarquant que 

A/-H. _( «h-i)(Ph-i) 
A, - ■ (i-f.i)» ' 



— 2 I I 

I -hi a-^i P -I- « 



fli-n — a, = 7— — - H 7—. H- ^ . .» 
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On peut» sans inconvenient, supposer a^ nuU cela revenant a relran- 
cher a^P de (p; la s^ric qui represente f est ainsi determin^e par son 
terme general A,a,a;'. 

Si I'on examine la forme de ce terme general, on reconnait aisement 
que la solution ainsi obtenue 

9 -h P logx 

peuts'ecrire 

. , DP M> DP 

Da Dp Dy 

oil P represente la fonction 

F(a, {3, y, x), 

dans laquelle on fait 7 = 1 aprfes avoir pris les derivees partielles; e'est 
le resultat auquel on arriverait immediatement en chercbant la limite 
pour 7 = I du rapport 

3? '-TF(g- » -i — y, P-l-i — y , 2j- y^^) — F_(a, j3, y. a:) 

qui, d'aprfesce qu'on a vu» satisfait constamment k Tequation proposee. 



Le fond de ce travail est I'oeuvre de M. Fucbs : j'ai introduit quel- 
ques raisonnements intermediaires pour montrer comment, en partant 
des proprietes des integrales, on pouvait arriver k determiner leurs 
formes; un pen plus loin j'ai indique les caracteres qui permettent de 
reconnaitre les fonctions qui satisfont k une Equation differentielle 
lin^aire a coefficients uniformes on rationnels; j'ai donne une appli- 
cation immediate aux fonctions algebriques. Dans la recbercbe du 
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type des Equations qui sont Tobjet principal de celle etude, j*ai appele 
Tattention sur une exception a Tun des lemmes fondamentaux, excep- 
tion qui enlevaitaux raisonnements leur rigueur, et j'ai montre com- 
ment on pouvait lever la diiliculte. M. Fuchs lui-meme, dans son se- 
cond Memoire, a parle de ce cas d'exception sans peut-etre y insister 
suJfisamment. Enfin les dernieres applications, sous la forme que je 
leur ai donned, m'appartiennent. 




NOTE 



SUR 



LES DEFORMATIONS DBS FOSSILES 

CONTENUS DANS LES ROCHES SGHI8TEUSES, 

ET sua 

LA DETERMINATION DE QUELQDES ESPfeCES DU GENRE OGYGU, 

Par M. Henry DUFET, 

AGR^G^-PR^PARATEUR A l'6gOLB NORMALS SUPl&RIBURE. 



Dans ses etudes sur les trilobites du terrain siluricn de la Bretagnc, 
M. Marie Rouault prend comme principale caracteristique des espfeces 
du genre Ogygia le rapport entre la largeur du bouclier c^pbalique et 
sa longueur; mais, en ^tudiant un certain nombre d'individus de ce 
genre, il est facile de s'assurer que ce rapport ne presenteaucune con- 
stance. Les deformations subies par ces fossiles, pour la meme espece 
etdans ia mdmelocalite, peuvent faire varier ce rapport entre 4 et i,3; 
cette Note a pour but d'indiquer comment on pent corriger la valeur 
de ce rapport, qui» alors, deviendrait un caractere specifique accep- 
table. 

Sous rinfluence de la pression, les roches ne se deforment que si 
elles presentent un certain degre de plasticite, et la pression en ce cas se 
transmetdans tons les sens absolument comme dans un liquide. II est 
a pen pres universellement admis que la schistosite des rocbes provient 
d'une pression perpendiculaire au plan de clivage. Admettons une 
rocbe ainsi pressee et encore assez plastique pour subir des deforma- 
tions sans dechirure; les couches tendront k s'etendre dans tons les 
sens dans un plan perpendiculaire k la pression, a s'ecouler, pourrait- 
on dire. Si ce mouvement d'^coulement est gene dans un sens, I'ecou- 
lement sera plus considerable dans un sens que dans Tautre, et ce fait 
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suffira pour produire des deformations dans les fossiles contenus dans 
cette roche. Supposons, en effet, un cercle trac6 dans un plan perpen- 
diculaire k la pression : si Tecoulementest uniforme dans tons les sens, 
il donnera un cercle d'un rayon plus grand; si I'ecoulement est gen^ 
dans une direction, il donnera une ellipse; si au lieu d'un cercle on a 
I'empreinle d'un irilobite, les deux lignes d'abord perpendiculaires, 
formees par I'axe etle bord transverse du bouclier cephalique, donne- 
ront deux diametres conjugues de celte ellipse et feront un angle va- 
riable, avec un allongement relatif de Tune ou Tautre de ces lignes. 
J'ai cherche a construire cetle ellipse et, par suite, a corriger cet al- 
longement; je me suis servi pourcela des particularites qu'on observe 
dans la conductibilite calorifique des roches. 

M. Jannettaz, dans la seance du 127 avril 18749 a communique a 
TAcademie des Sciences un Memoire sur la conductibilite des roches 
schisteuses; ce Memoire, concordant absolument avec les resultats au- 
trefois Irouves par de Senarmont pour le verre comprime, montre que, 
dans Ic sens de la pression, la conductibilite est moindre que dans le 
sens perpendiculaire. Dans la plupart des cas, le lieu des points d'egale 
temperature est un ellipso'ide de revolution aplati; mais, dans certaines 
roches, Tellipsoide presenle trois axes inegaux; c'est ce qui m'est ar- 
rive, par exemple, pour des schistes siluriens fossilif^res de Sion (Loire- 
Inferieure) appartenant a la zone a Cafymene Tristani. Sur une plaque 
polie parallele a la schistosite, on obtient une ellipse; en taillant en- 
suite des faces perpendiculaires au plan de schistosite et paralleles aux 
axesde cette premiere ellipse, on obtient les trois sections principales 
de Tellipsoide. Ainsi, dans un cas, j'ai trouve pour les trois axes 
de Tellipsoide loo, i34« \l\^\ le rapport de ces deux derniers nom- 
bres, 1 , 1 1 , est precisement le rapport trouve pour les axes de I'ellipse 
situee dans le plan de clivage. Certains schistes metamorphiques pre- 
sentent non un plan de clivage, mais plutdt un axe de clivage, la roche 
se fendant avec une facilite presque egale dans tons les plans parallMes 
a cet axe. Un schiste de Nozay (Loire-Inferieure) pr^sentant cette dis- 
position, trfes-frequente d'ailleurs, a donne pour les axes de rellipsoide 
de conductibilite 100, 1 12, i52; on voit qu'on serapproche beaucoup 
d'un ellipsoide de revolution allonge. 11 semble que la pression se soit 
exercee dans toutes les directions dans un plan perpendiculaire au 
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grand axe. Je n'ai pas continue cet ordre de recherches, apres avoir 
eu connaissance du travail de M. Jannettaz. 

Mais, remarquant que Tellipse obtenue dans le plan de schistosite» 
oil se trouvent etales les fossiles, me donne par la direction de son petit 
axe la direction d'une resistance quelconque a Tecoulement de la 
rocbe comprimee, j'ai pu arriver ainsi a determiner la valeur de cet 
^coulement. J'ai opere^pour^voir les ellipses, non sur des plaques, 
mais sur des fragments presentant une face polie, et j'ai employe 
presque sans modifications I'ancien procede de de Senarmont. La tige 
chauff^e etait un fil de cuivre de 3 millimetres de diametre, taille en 
cdne k son extremite; ce cone vient s'engager k moitie dans un trou de 
2 millimetres de diametre et de 5 ou 6 millimetres de profondeur, 
creuse dans la roche a etudier; la face polie est recouverte de cire et 
un 6cran la protege contre le rayonnement d'un bee Bunsen qui sert k 
chauffer la tige; Telasticite de cette tige' assure la certitude du con- 
tact, qui n'a lieu d'ailleurs que par le bord du trou. Cet appareil, extre- 
mement simple, donne des resultats tres-suffisamment exacts; dans des 
experiences comparatives faites avec le gypse, j'obtenais des ellipses 
trfes-r^gulieres qui m'ont toujours donner^ quelques centifemes pr^s les 
nombres de de Senarmont et de M. Jannettaz : 

^ =r 1 ,26 a 400 degres environ. 

Cette ellipse obtenue, il sufBt de fixer le fragment de rocbe k la place 
qu'il occupait auprfes du fossile et de relever les directions du grand axe 
deTellipse, de Taxe du Trilobite et de la ligne de separation de la tete 
et du thorax. On a ainsi trois directions qui permettent tr^s-facilement 
de trouver le rapport des axes. Ce rapport est ce que j'appellerai le 
coefficient de compression. II reste k porter sur chaque diametre la lon- 
gueur qu'on veut corriger, et k construire le diametre du cercle qui se 
projette sur Tellipse : on aura ainsi le vrai rapport de la largeur de la 
tete k sa longueur. 

En operant ainsi sur un certain nombre de fossiles provenant de 
Sion, et presentant des formes trfes-differentes, on arrive k des resul- 
tats concordants qui permettent d'affirmer Tidentite d'espece. Voici, 
du reste» le tableau donnant les resultats des experiences. 
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s 

9 



8 

•o 



1 

2 
3 
4 

3 
6 
7 
8 



3S 
H ? 3 



<» S 



•< 2 a 



S^ 



1,20 
1,22 
I,l5 
I,l3 
1,12 
1,20 

1,20 



td S 
O 



,46 

,62 

,8o 
,68 

,57 

,49 
,5o 

,75 



RAPPORT 

doU 

largeor de la Mte 

(areo poiatei ginalei) 

i ta loDroenr. 



^ 9 



3,a4 
1,54 
1,75 

2,54 

2,28 



o 



2,3l 
2,l3 

2,37 

2,l4 

2,36 

J) 
» 
)) 



RAPPORT 

de U 

largoor de It Mte 

(Mnt polBtat gtealet) 

It M lODfoear. 



2 •; 
e e 



2,70 

i,3o 
1,47 

2,00 

1,93 



o 

(9 



1,93 
i,8o 

2,00 

1,66 

2,00 

» 



aiPPORT 

4e It 

Itrgear da pygldluiii 

ii M longQMr. 



1^ 

^ a 

A 



2,73 
1,45 
i,5i 

2,l5 

» 

a,48 
a, 5a 
1,63 



s 

s 






1,95 

2,00 

2,o4 
i,8o 
» 

2,07 
2,16 
2,o5 



Les Trilobites ou parties de Trilobites etudies presentent, en n^gli- 
geaDt les differences de forme dues a la deformation, des caractferes 
tr^S'Uniformes. Pour la tete» la glabelle est sensiblementunie, les yeux 
sont saillants, la suture genale a la forme d^crite par M. Rouault pour 
ses deux especes Ogygia Edwardsi et Ogygia Brongniarti ; mais la pre- 
miere se distingue par un caractere bien net : c'est que le pygidium 
presente des articulations nombreuses. 

Le nombre de ces cdtes et leur forme sur le lobe median du pygi- 
dium rapprocbent cette esp^ce d'Asapkus nohilis^ Barr. Un trilobite 
d'Angers, appartenantala collection de TEcole Normale, m'a presente 
absolument les caracteres de cette derniere espece; je crois que Tassi- 
milation de ces deux especes n'est pas douteuse. 

Dans la figure donnee par M. Rouault pour Ogygia Brongniarti (*), 
le pygidium est une restauration et manque dans le fossile represent^. 
M. Barrande (^), tout en admettant Tespece de M. Rouault, pense 
qu'elle a ete elargie par deformation, et qu'il n'y a que cinq k six cdtes 
sur les parties laterales du pygidium. G'est la conclusion k laquelle 



(') Bulletin de la Socidte g^olngique de France, t. VI, 2* s^rie, p. 88. 
(') Sjrsteme silurien de Boh^me (Trilobites), 1. 1, p. 655. 
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nous avoDS ete conduit : si Ton jette les yeux sur notre tableau, on voit 
que (les formes trfes-differentes, comme les fossiles 1,3, 5, provien- 
nent d'individus primitivement de m^me forme. Le type de M. RouauU 
presente les anneaux du thorax perpendiculaires a I'axe du corps; 
c'est precisement le cas oil la deformation est maxima. Dans ce cas, on 
obtient immediatement la valeur corrigee du rapport de la largeur de 
la tete a sa longueur en la divisant par le coefficient de compression. 
Ce rapport, dans le dessin de M. Rouault, atteint 3,8; si on le divise 
par 2,35, valeur moyenne des rapports corriges que nous avonstrouves, 
on obtient 1,62, qui est precisement la moyenne de nos coefficients de 
compression; ce n'est pas la une verification rigoureuse, puisque le 
fossile precite vient d' Angers, roais il y a Ik au moins une coincidence 
remarquable. 

Ogygia Brongniarti non d^formee serait done bien plus allongee que 
ne I'indique la diagnose de cette espece. A Tetat adulte, la largeur de 
la tete est egale a 2,35 fois sa longueur; les valours 2,i3 et 2,14 ap- 
partiennent k des individus de plus petite taille. La taille qu'atteint 
cette espece est considerable; le fossile n^ 3 a une longueur de 4o cen- 
timMres; le n^ 1 une longueur de 21 cen timbres avec une largeur 
de 23; le fragment n^ 7 provient d'un individu de 3o centimetres au 
moins. Remarquons cependant que ces longueurs ont dd etre augmen- 
tees par T^panchement de la roche sous I'influence de la pression, et il 
serait difficile de pr^ciser la valeur de cet allongement. 

Une pi^ce fort int^ressante pour la determination de cette espece 
est un hypostome en place, pr^sent^ par un individu de grande taille, 
dont je ne possfede que (a tSte et une partie du thorax. Cet hypostome 
est arrondi en arri^re et non fourchu. On sail que ce caractfere est in- 
voque par M. Barrande pour etablir la distinction des genres Asaphus 
el Ogygia. Ogygia Brongniarti sev^it done bien une Ogygie, et les hy- 
postomes fourchus signal^s dans les roches siluriennes de Bretagne 
pourraient se rapporter k Ogygia Edwardsi^ si Tassimilation entre 
cette espece et Asaphus nobiUst Barr., etait definitivement admise. 

Le principal caractere specifique de I'esp^ce qui nous occupe est la 
forme du pygidium, qui, chez les individus de grande taille, est sensi- 
blement lisse et presente seulement quatre ou cinq cotes peu profondes 
sur les lobes lat^raux^ dans les individus de taille moyenne. L'axe du 

24. 



pygidium ne presente que des c6tes iadistioctes; il est d'ailleurs Irfes- 
bien limits, et se termine en arrifere brusquemeol et presque a pic. La 
glabelle est lisse, et les pointes genales s'etendent jusqu'au cinqui^me 
ou sixieme segment thoracique {fig^ i )• 




Les especes de Bretagne appartenant ati genre Ogygia, pour quel- 
ques-unes peut-etre au genre Asapkus, bien caract^ris^es, seraieot, 
comme I'admet M. Rouault, Ogygia Guettardi, Broogniart, Ogygia 
Edivarsi', Rouault, Ogygia Brongniarti, Rouault. 

Ogygia Guettardi est I'espece faite en 1818, par AL BrongQiart, sur 
des echnntillons d'Angers. M. Rouault la regardc comme caracteris^e 
par le rapport i,3o entre la largeur du bouclier cephalique et sa lon- 
gueur. D'apres des individus provenant de la Hunaudiere (Loire-Infe- 
rieure), et presentant la coDservatioo parfaite des fossiles de cette to- 
calite, qui, comme on le salt, ont ete conserve dans des rognons de 
rocbe argileuse trbs-dure, et souvent ne sont pas d6formes, nous croyons 
ce rapport trop petit. La largeur du bouclier cephalique est egale ^ i ,65 
fois sa longueur. Le pygidium est orn£, sur les parties lat^rales, de 
sept a huit c6tes peu elevees. Les organes pand^riens sont trbs-appa- 
rents sur les plfevres. 

Parmi ies fossiles de Sion se trouve un pygidium appartenant a une 
espfece nouvclle d'Ogygie. Ce pygidium est remarquable par I'etroi- 
tesse du lobe moyen qui n'a que -^ de la largeur totale; il est orne de 
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quatre ou cinq cdtes peu distinctes et cesse brusquement vers les deux 
tiers du pygidium. Gelui-ci est termioeen pointe a son extr^mite pos- 
terieure {fig. 2); il est orne de huit cdtes sensiblement rectilignes iet 
inclinees en arriere, qui presentent une penle douce en avant et tres- 
abrupte en arrifere. La doublure du test est ornee de stries concentriques 
parallfeles aux bords du bouclier, caract^ristiques des Asaphidm. Nous 
rapportODs provisoirement cette espece au genre Ogygia^ et proposons 
pour elle le nom A'Ogygia Delessii^ comme temoignage de reconnais- 
sance pour notre savant maitre/M. le professeur Delesse. 

li n'est pas inutile de signaler la ressemblance, comme facies general, 
de la faune trilobitique de Bretagne et de celle de Wozeck, en Boheme; 
c'est dans cette localite que M. Barrande a signale, entre autres, Cafy-- 
mene Arago^ Renault, et Ogygia desiderata^ Barr. Cette dernifere espfece 
presente d'assez grands rapports avec Ogygia Brongniarti. 

Je ferai remarquer, en terminant, que dans le cas oil, sur la meme 
plaque de roche, se trouvent deux fossiles diffi6remment orientes, on 
pent en retrouver les dimensions d'une maniere simple sans recourir 
aux proprietes calorifiques de la roche. Les directions de deux lignes 
primitivement recta ngulai res dans chaque fossile, comme sont Taxe et 
le bord du bouclier cephalique dans les Trilobites, nous donnent deux 
systfemes de diamfetres conjugu^s; on pent, par suite, trouver la direc- 
tion du grand axe de Tellipse de compression. Gela fait, on est ramenS 
au cas oil on Tobtient par la conductibilite. Les constructions sont tres- 
^l^mentaires; je les indiquerai, cependant, pour faciliter Temploi de 
cetter metbode, si le cas se presentait de Tappliquer. 

Fig. 3. Fig. 4. 
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Soient AO, A'O, et BO, B'O {fig. 3) les deux directions de nos deux 
systemes de diametres conjugues. On sait que, si Ton fait passer des cir- 
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conferences par le centre et par les points ou les difT^rents syst^mes 
de diamHres conjugu^s rencontrent une droite quelconque» on a une 
serie de circonferences ayant meme axe radical. Prenons la droite pa- 
rallfele au diametre AO; Taxe radical sera A'O : on fait passer une cir- 
confi§rence par les trois points, 0, B, B'. La circonference passant par 
les extr^mit^s des axes aura son centre sur la droite et passera par les 
points A' et 0; en la construisant on a les axes GO, CO. 

Quand on a la direction du grand axe et de deux diametres conju- 
gues, par deux points de I'axe A el Pi' {fig* 4)» on mene des paralleles 
aux diametres et Ton abaisse la perpendiculaire BG; en prenant OD egal 

h la moiti^ de AA', le rapport g^ est precisement ce que j'ai appele le 

coefficient de compression. 

En portant sur AB la longueur qu'on veut corriger, et menant EF 
pardllfele k BG, on obtient une longueur AF qui est dans un rapport de- 
termini avec la longueur vraie avant la deformation. En operant de 
mSme a partir de A', on a deux longueurs dont le rapport est la valeur 
corrigee du rapport que Ton cherche. 

En appliquant la premiere de ces constructions a deux Ogygies ap- 
partenant a un meme fragment, dont Tune etait precisement TOgygie 
avec hypostome dont j*ai parle plus haul, j'ai trouve pour le coefficient 
de compression les deux valeurs, tres-concordantes, i,6i et 1,62. 

Je compte ^tudier les deformations dans les autres genres de Trilo- 
bites de Bretagne : ce sera I'objet d'une seconde Note. 



APPLICATION 



DB LA 



FLEXION ORCUUIRE DES LAMES ELASTWUES 

AU TRAC£ DES ARCS D£ CERCLE, 
Par M. H. RESAL, 

MBMBRB DB L*IffSTITUT. 



Quelles que soient les conditions auxquelles doit satisfaire le trace 
d'un arc de cercle, on peut toujours, soit graphiqueroent, soil par le 
calcuU fixer la position de trois points par lesquels on est ramen^ k 
faire passer cet arc. 

Mais si le rayon est tr^s-grand et la corde relativement petite, la de- 
termination du centre laisse a desirer au point de vue de Texactitude; 
il faul, en effet, avoir k sa disposition une table de dessin d*une grande 
etendue; de plus, Tintersection des perpendiculaires, menses aux mi- 
lieux de deux cordes, ne donne qu'approximativement la position du 
centre, position que Ton ne fixe definitivement qu'k la suite de taton- 
nements plus ou moins longs et fort ennuyeux. Enfin Temploi de 
compas de grandes dimensions, ou de regies k pivot munies d'un 
crayon ou d'un tire-ligne, laisse aussi k desirer sous le rapport de la 
precision, G'est ce qui explique pourquoi, dans la confection des map- 
pemondes, on trace par points les parall^les voisins de T^quateur et la 
plupart des m^ridiens. 

M. Tchebychef, si je ne me trompe, a eu le premier Tidee d'eluder 
ces difficult^s en construisant un instrument qui se compose en prin- 
cipe d*une lame elastique; un m^canisme particulier permet de faire 
flechir cette lame de telle mani^re que, quelle que soit la fleche, son 
profil ait (suivantM. Tchebychef) huit points communs avec un arc de 
cercle auquel on peut substituer ce profil par approximation. 



Si une liime elastique est cncastree par ses extr^mit^s dans deux 
pieces mobiles a volonte autour de deux axes fixes parall^les, il est 
facile de voir qu'en Taisant tourner en sens inverse ces encastrenfieols 
d'un meme angle, le profil de la lame affeclera la forme d'un arc de 
cercie; car, en raison de la symetrie, les encastremenls ne donaent 
lieu qu'a des couples ^gaux et de sens contraire. 

L'inslrument represente par \sl fig. i realise k tres-peu pres ccttc 
conception theorique. 




ChacuD des encastremenls de la lame est forme d'une traverse hori- 
zoDlale CC pouvant tourner autour d'un axe vertical U; au-dessous de 
celte traverse, vers ses extremit^s et k ^gale distance de I'axe U, se trou- 
vent deux roulettes identiques dont les axes aont verticaux. On en- 
gage la lame enlre les quatre roulettes apres avoir r^gle la position 
relative des eocastrements, comme nous I'indiquerons plus loin. Les 
axes U soDt maintenus dans une pi^ce horizontals AA, au-dessous de 
laquelle se trouvenl les encastremenls, et qui repose sur trois pieds. 
Aux extr^mit^s sup^rieures de ces axes sont adapt^es deux roues 
denizes identiques B, B. engrenant avec une vis sans fin W dont I'axe 
passe entre les deux roues et au moyen de laquelle on fait fl^chir la 
lame. 

Les guides de la vis sans fin sont maintenus sur le support AA par 
des vis de pression qui permettent de la ddsembrayer lorsque Ton veut 
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regler la position des encastrements avant la mise en place de la lame; 
il suffit, a cet effet, de faire en sorle que les quatre galets soient tan- 
gents a une regie disposee en consequence; on engrene ensuite la vis 
sans fin, puis on serre les vis de pression. 

Si Tangle form^ par les rayons des roulettes interieures menes en 
leurs points de contact avec la lame ne depasse pas une certaine limite, 
la courbure des portions de la lame comprises entre les deux couples 
de roulettes est tres-faible et pent etre negligee, ce qui revient k con- 
siderer le profil de chacune de ces portions comme se confondant avec 
la tangente commune aux profils des roulettes correspoudantes. 

Si Ton fait abstraction du frottement, les reactions sur la lame des 
deux roulettes exterieures, comme celles des roulettes interieures, sont 
normales et egales entre elles en vertu de la symetrie. Les reactions 
d'un couple de roulettes etant censees paralleles entre elles, d*apres 
ce que nous avons dit plus haut, sont de sens contraire et ont neces- 
sairement la meme valeur; car autrement les reactions des quatre 
roulettes auraient une resultante qui ne ferait equilibre a aucune force 
ext^rieure. On voit done que, au degre d'approximation convenu, les 
reactions des roulettes forment aux extremit^s de la lame deux cou- 
ples identiques de sens contraire, et que, par suite, le profil de la lame 
est circulaire entre les roulettes interieures. 

Nous aliens chercher maintenanta pousserplusloin Tapproximation^ 
en determinant les modifications apportees a la forme circulaire par la 
courbure de la lame dans les encastrements, puis par les frottements. 

i^ Influence de la courbure^ de la lame dans les encastrements. — 
Ij^fig. t2 represente la section faite par le plan perpendiculaire aux 
axes des roulettes qui contient la fibre moyenne de la lame. 

Soient 

jtx. le moment d'elasticite de la lame; 

Go,G« les centres des roulettes in terieure et exterieure de Tun des en- 
castrements; 

A4,, Af les points de contact de celle de leurs tangentes interieures avec 
laquelle la lame viendrait co'incider en faisant tourner dans un sens 
convenable la roulette G| autour du centre Co; 

ao, a, les points de contact de la lame avec les rouleU^s Co et C« ; 

Jnnaiet de VieoU Normale, 3* S^rie. Tome IV. 25 
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/ la loDguear eonnue A«» A| ; 

R le rayon de chacune des roulettes; 

|xN| la reaction de ia roulette C| sur la lame dirigee suivant €« a^ en 

n^gligeant le frottement; 
Uf €| les angles Ao C« ao» A| C| a^ . 




Nous prendrons le point Ao pour origine des coordonnees, la direc- 
tion de Ao A| pour celle de Taxe des Xf et le prolongement au delk 
de Ao de Co Ao pour partie positive de Taxe des y. Nous designerons 
par pf a le rayon de courbure et Tinclinaison de la tangente sur AqX 
au point mdu profil a«ao dont les coordonn^es sonto^etj^. 

On a 

^ = — Rsincty j^ = — R(i— cose,), a= e«, pour le point tf,, 
^ = / — Rsinei, x= R(i— cose,), a = — ei, pour le point a,, 

et r^quation de la portion a^a^ de la lame ^lastique est 



- = N, cose, ( Z — R slnei — a: ) H- N, sin e, [/ — R ( I — cos ei )]. 
P 

Comme a d^croit constamment k partir de ei, nous devons prendre 

^sz—^ids 6tant Tel^ment d'arc, d'oU 

p as 

(i) "" "5 = Ni JC — R Bine, — x) cosci 4- {y — R[i— cose,] sine,}. 
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Si Ton diffdrentie cette equation en remarquant que cosa = ^9 
sina = ^> on obtient la suivante : 

^-j- = Ni cos(a -fei). 

Multipliant par </a> integrant et remarquant que T^quation (i) donne 
^ = o pour le point a, ou pour « = — €,, on trouve 

(2) -;7n-=NiSin(a-f-e,), 



d'oii 



a ds" 



ds = ^^ 



da 



par suite 



yaNi v^sin ( a -f- 61 ) 



, I cos a da 

ax = . . ■: ■ . 5 



rfr=— 



VaNi ^sin(a-f- ei) 

I sin a da 

^2N, ^sin(a-f-e,) 



Si I'on int^gre ces derni^res equations entre les points a^ et a«, on ob- 
tient les suivantes : 



/—R (sine, — sine.) = -7= I ^ 

^aNi •/— f, vsin(a 



cos a da 



(3) ' ,-..,; 



i». . X I r*' sinarfa 

[R(a-cose,-.cose.) = --=^ / . . ^ 
\ ^2Nt •/— f. vsin(a H- e. 



) 



qui permettront de determiner ^o ^t ^i ^^ fonction de Nf. Si on les 
ajoute apr^s les avoir multipliees respectivement par sinei et cos^o 
puis par coscf et -— sin^i, on trouve 

/sine, -aRfcos'^^^-i-^^ — cos e.l = -p^ / ' Vsin(a-f-e,) rfa, 

L 2 J vaN, J-,, 

(4) 



!2 



Zcose, 4-R[sin(e« + e,) — 2Sine,]=: -=== v^sin(e, -+-e,), 

25. 
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et la solution du problbme ne depend que d*une integrate elliptique de 
seconde espfece. 

Supposons que £0 ^t ^i* p^i* suite a, soient assez petits pour que nous 
puissions en negliger, devant I'unite, ies puissances superieures a la 
seconde, nous aurons 

I V^sin(a-4- €,)rfa= I I v^a -4- €i ~ — (a-f-e,)* I 
v/sin(6, -f- £,)= s/u-^ €i « (e«H-6,)* L 

et dans ces valeurs nous pourrons negliger Ies termes du second ordre, 
non-seulement parce qu'ilssont deja supposes petits, mais encore parce 
qu*ils sont affectes de petits coefficients; il vient ainsi 

Si nous negligeons maintenant Ies termes du second ordre et si nous 
admettons que R soit assez petit pour que I'on puisse considerer Ies 

rapports -~-S — ^y-^comme etant de cet ordre de grandeur, nous 



aurons 



(6) 



d*ou 

(7) 









Si Ton designe par jxNo la reaction de la roulette C, et si Ton trans- 
porte Ies forces jxN|, jxN« parallfelement it elles-memes au point A*, 
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onreconnait, en continuanirapproximatioDci-dessus, qu'ellesser^dui* 
sent a 

I*' Une force Y = fA(N. — N,), dirigee suivani A.jr; 

2*» Une force X= — |:A(N«e«-4-N, 61), dirigee suivani A.x; 

&^ Un couple fxN.Z=:^. 

Soient 

S le sommet de la portion de la lame comprise entre les roulettes int6- 

rieures ; 
le, I| les intersections de la normale en ce point avec les prolongements 

de Uq Co et a^ C| ; 
a la longueur A^Io et 9 Tangle AoIS qui sont cdnsideres comme des 

donnees de la question. 

Pour determiner la forme de la courbe aoS, prenons respectivement 
pour axes des a/ et desy la tangente et la normale en S. 

Les deux groupes de forces Y et X se faisant ^quilibre sur la lame 
entre les deux roulettes int^rieures, on a, en projetant sur SIo, 

(a) (Ni — N«)cos<p = (N«e«-f-N,e,)sin9, 



d'oii 



(,-e>U>ng<p) ^ 
i + aeitang<p 

Y ___ 3Nieitang<p __ i8e? tangy 
/x ~ I -4- 2 6, laDg9 """ /'(i-+-2e, lang<p)' 

X 3N,c. 18 €? 



yi H-2C, tang9 /*(n-2eiiang9J 

Les composantes des forces juiNi, julNq parallMes aux axes Sy, Sx\ ab- 
straction faite du facteurjUL, ont, par suite, pour expressions 

Y'— »8e?(sin<p — cosy) 

"■ f(i + 2e.iang9) 



/' [cosy ( I -h 2 g| lang cp )j 

Si done nous designons pary^ Tordonnee du point A^ et par 7 Tangle 
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que forme la tangente au point (^y) avecS«a;', nous aarons 

(9) ^ = Y'(asin9^:r')-XV.-r)-^T- 

On tire de U 

-T-^ = X' sin y — Y'cosy, 

et, en multipliant par dy et integrant, 

(10) i^'::^-.X'cos9~rsin9 4-C, 

G etant une constante que Ton determinera en exprimant queles equa- 
tions (9) et (10) donnent la mSme valeur de ^ pour le point S ou pour 

a/=o, y = Oy7 = o; d'ou» en remarquant que X\ T' sent du second 
ordre, 

C = X'-f-i(Y'asin9-X'/.-4-^y=X'4-i8^. 

L'equation (10) devient, en y rempla^ant X\ T% C par leurs valeurs et 
designant par p le rayon de courbure. 



I dy Gci I 



siny(cos9 — sino)— '-' ■ 

,^____ eos9 

i + aetUmg9 



Pour que ie profil o^S differe peu d'un arc de eercle, il faut que, entre 
y = o et 7 = 9 — £ ou 7 = 9, le second terme entre parenth^s, nul 
avec 7, reste une petite fraction; en admettanc qu'il en soit ainsi, sauf 
a determiner uUerieurement les conditions qui doiyent etre remplies 
k cet effet, on peut prendre 

. rfy_6e.r ^ , stoy(cosy-siDT)-^i^y-n 
a ds I V. ^ i + ae,Ung9 J* 



d'oii 



{i«) 






siny ( cos? - sin? ) - ^^^ ' 
i-+-a«tUuigf 
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Soil 

"" '9 — sin 9' 






— cos9)(cos<p — sincp) — 
(12; t,— - I p 9 — g-|^i 2(p(i+2e,ung(p) 



ie rayon de courbure moyen; nous aurons 



p-1. 



(i3) ' "" 2(n-2c,lang9) 



t(i— cos9)(cos9 — sin^) tangy 
9 "^ 

1 . , . , I— cosy "1 
siny(cos9— -sinylH - 



COSf 

Posons 

. / . t (i— cosy) 

m = siny(cos9 — sin© ) — • 

'^ ^ ^' cos<p 

Supposons d'abord que 9 soil inferieur a 45 degres; si Ton fait croitre 7 
k partir de zero, in d'abord nul croitra, puis decroitra et s'annulera pour 
la valeur de 7 donnee par Tequation 

tang- = cos <p (cosy — siny). 

Cette vaieur ne correspond a un point de i'arc Uo S que si elle est in- 

ferieure a y — 6o> ou si Ton veut k y, ce qui n*a lieu que si y est au moins 

6gal k 32 degres environ. Le maximum in correspondra k la valeur de 7 

donnee par 

tangy= cosy (cosy — siny), 

et ne sera admissible que si cette equation donne pour 7 une valeur 
au plus ^gale k y, ce qui suppose que ce dernier angle ne soit pas in- 
ferieur k 24^ a5'. Ce maximum sera 

Pour de plus grandes valours de 7, celle de r^ deviendra negative, et sa 
plus grande valeur absolue correspondra k 7 z= y et sera 

(i4) siny (siny — cosy) -f- -^ ^-^ 

9 
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% 



il est facile de reconDaitre que, enlre y == 24^26' et y = 45®, elle est su- 
perieure au maximum V- 

Si <p< 24*^25', la plus grande valeur de ri sera donuee par I'expres- 
sion (i4) changee de signe; la meme expression donne la plus grande 
valeur de — >j pour 9 > 45*'» limite a partir de laquelle >j reste con- 
stamment negatif. 

Il resulte de cette discussion que la plus grande valeur absolue du 
rapport (i3) correspond £17 = 9 et qu*il croit avec 9. Cette valeur est 



2(1-1- 2f, tangf) 
En y faisant 



I • 



(cos<p — sin<p) I ? — sin<p j h ^ — i I 



c. « . 0,345 

(p = 6o% on irouve ,-^3,466, ^ 

^ 1-4- 2,38 £1 

,^ o,i36 

9 = 45% • rr^iT' 



H-26 



, 0,082 

^ I -h 1,67 c, 



^ = 3o* 



0,004 
i-M^,55s, 



On voit, d'apr^s ce tableau, que pour que Tinstrument que nous etu- 
dions donne un trace suf&samment exact, il faut que Tangle 29 desnor- 
males aux extremites de la partie utile de la lame ne depasse pas 80 de- 
gres, comme nous le supposerons dorenavant; mais alors, en raison du 
degre d*approximation adopts, nous pouvons n^gliger 2€| tang^ devant 
Tunite, et les Equations (11) et (12) se r^duisent respectivement aux 
suivantes : 

("') p=|=|'"H^^"y("^^y"^^°^^~ ^'"^o?r^ ^^ 

II nous reste maintenant a determiner la valeur de C correspondant 
a un angle 9 donne. 
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Nous avons dx' = ds cosy ^ dy = ds sin ff et en remplaQant ds par 
sa valeur donnee par I'^quation (i i'), puis integrant entre les limiteso 
et 7, on trouve 



x'^ ^ rsiny ^^"^ (cos?-"Siny) y ^ sinay-l 

6e, L 2cos<p 4 4COS9 8 J 



9 



sin'— 
, / I . ,y a I , , y, , , (COS9— sin©) . 
y = _J^^sin'I-.^^-^sin»y--|(cos9--sin<p) + L.-J^g ^sinay 

II ne faudra pas perdre de vue que dans chacune de ces expressions 
I'ensemble des termes qui suivent le premier est de Tordre de -n. 

Pour le point ao» on a, au& termes du second ordre pres en €| et >7, 
en designant par a?^ Tabscisse du point Ao» 

^' = ^«» /=/•> y = 9 — e. = <p — 26,; 

et, par la substitution de ces valeurs, les deux Equations pr^c^dentes 
permettront de dMerroiner €| et^o; n^^is il nous suffit de considerer 
seulement la premiere, qui fait connaitre €«, 1st seule quantity qui entre 
dans Texpression de p. En n^gligeant les termes de Tordre ri£|, on 
trouve 

(I \ /COS9 — sln9\ . , 9 . sin29 
2COS9/ V 4 ; ^ 4cos9 8 

yiO) C, = -J • 

-J -4-2COS9 

Solent B Tangle dont on a fait tourner les porte-roulettes, ou rincli- 
naison de la droite d Co sur Sx\ eo Tangle connu que forme C| C^ avec 
A| Ao; on a 

d'oii 

(16) 9 = 90® -I- CO — 6. 

Si d est la distance connue , a Sy , de Taxe de chaque porte-rou- 
lettes, on aura 

/ 

d= -cos(0-t-a)) -^x\t 
2 
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d'oii 

(17) x\ =rf COS(9-4-&)). 

Si Ton met les formules (12') et (i5) sous la forme 

xtT) t,= H-, (i5') 6.= -,— -. 

on a 

H = 0,1609, A = 0,1692, 8=1,969 pour<p=io% 
o,i58i, 0,3326, i»8i9 » 20**, 

0,1637, o>472^» ' j?^^ " ^^**> 

0,1719, 0,5574* 1,532 » 4®**« 

A I'aide de ces donnees el des formules ( 1 a"j , (i5'), (16), (17), il 
sera facile de construire pour chaque instrument une table donnant les 
yaleurs de v correspondant k des valeurs de d suffisamment rapprocbees 
les unes des autres; Tangle d pourra d'ailleurs etre indique par un 
systeme d'aiguilles et de cadran dispose en consequence. 

2® Influence du frottement. — Soient 

p le rayon des axes des roulettes ; 

/ le coefficient du frottement des roulettes sur leurs axes ; 
e^ le coefficient du frottement de roulement des roulettes sur la lame ; 
(xTo, jxT| les composantes tangentielles des reactions des roulettes Co 
et C| sur la lame. 

Nous negligerons les termes de Tordre/c, ou/so« et nous pourrons 
aussi supposer que les forces jxT^, fxTi sont dirigees suivant la tan- 
gente A^ A, commune aux deux roulettes. Les conditions d'equilibre 
des roulettes donnent 

en posant, pour abriger, k = — ~^- 

Au degre d'approximation adopts, Tinfluence des forces fxTo , fxT| sur 
la courbure de la portion a^ a« de la lame est negligeable. Le frottement 
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de roulement, resultant, comme on le sait, de ce que ies points d*appli* 
cation des reactions fxNo, jjlNi sont portees en avant et a la petite dis- 
tance e^ de Uo et Ui^ n'influe pas non plus d'une maniere sensible sur 
la forme de a, ao> de sorte que les equations (6) et (7) peuvent encore 
s'appliquer dans les conditions actuelles. 

Au lieu de Tequation (a), nous avons la suivante : 

(N, --N«)cos9=(N«£o-i-Ni6,)sin(pqzA' (No -1- N,)sin<p, 

en prenant le signe — ou le signe + selon que Ton tend a augmenter 
ou k diminuer la courbure de la lame. 

Pour fixer les idees» nous considererons le premier cas; le second, 
s'en deduird en changeant le signe de k. L'equation precedente donne, 
aux termes du troisieme ordre pres en Sf, k, en ayant egard aux for- 
mules (7), 

No = -^l' [i - (36, — 2*-) lang9], 

et Ton voit que Ton pent prendre T© = T, = -^• 

II resulte de| la que la deformation de la lame aoS, due au frotte- 

ment, est produite par les forces la ^^tangf, 12 ^^> respective- 

ment dirigees suivant Co^o ou CoAo et A© A,, en negligeant le frotte- 
ment de roulement qui ne pent pas avoir une influence sensible sur la 
forme de la courbe. 

Le moment des forces precedentes par rapport k un point quelconque 
de UqS peut etre evalu^, en continuant Tapproximation adoptee 
comme si cet arcappartenait au cercle de rayon i>; de sorte que, si Ton 
appelle p' le rayon de courbure au point ei-dessus, en r^servant la 
lettre p pour designer le rayon de courbure au meme point dans le cas 
oil Ton neglige le frottement, on a 

- - ~ = 12 6, A- r; j- sin(9 — 0) Ung9 -+- [i— cos(9 — 0)]}, 

r r 

d'oii 

p' — p= lae.A j^ pp'{sin(9~0)iang9--[i~cos(9 — 0)]'., 

26. 
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ou encore, en rempla^ant pp' par t^^, 

p^'-pz^ 126, A- Tj jsln(9 — 0)lang9--[i— cos(9 — 0)]j. 

Si nous appeions t^' la valeur moyenne de p' ou~ i p'd(f, I'equation 

T •/o 

precidente donne par Tint^gration 

«''—«'= 12 -^ yi (langcp - <p), 
ou, en vertu des formules (12") et (i5'), 

en posant, pour abreger, L = 12 "^""^ H^ 
Si Ton fait le calcul on trouve que Ton a 

L = 0,0201 pour <p=io', 

0,0891 » 20°, 

0,0710 » 3o% 

0,1292 » 4^°. 

Or, tout en satisfaisant k des conditions convenables de solidite de 
rinstrument, on peut donner kp une valeur telle que k soit au plus 

^gal k 2^; et alors ^^^ 9 tout en croissant avec la courbure, restera tou- 

jours une petite fraction dans les limites de f que nous avons admises; 
en d'autres termes, le frottement n'a pas une influence sensible sur la 
forme de la lame, et c'est ce que nous nous proposions d*6tablir. 
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LES ALTERATIONS SPONTANfiES DES (EUFS, 

Par M. Ulysse GAYON, 

ANCIEN iUtyB DE L'^COLE NORMALB SUP^RIBURB, AGR^G^ DES SCIENCES PHYSIQUES. 



INTRODUCTION. 

Lorsqu'oD abandoDne k eux-memes des oeufs naturels, c'est-a-dire 
tels qu'ils ont ete pondus, sans qu'aucune preparation ayant pour but 
de les coDserver ait modifie leur surface ou leur contenn, et qu'on 
les laisse h Fair libre, soumis a rinfluence de la temperature, de ia 
pression et de I'etat hygrometrique, on ne tarde pas k conslater qu'Un 
certain nombre de ces oeufs se sont alteres(']. Ces oeufs alter^s sont 
devenus impropres a Talimentation et ont eprouve des modifications 
profondes qui ont transforme completement leur contenu dans sa cou- 
leur, son odeur, sa saveur, sa composition chimique. 

Etudier ces diverses alterations, toutes spontandes en apparence, en 
rechercher les veritables causes, tel est le but que je me suis propose 
dans le present travail. 

Mes observations ont porte jusqu'ici exclusivementsur les oeufs d'oi- 
seaux. 

Les recherches que je vais exposer ont ete faites a T^cole Normale, 
dans le laboratoire de Chimie pbysiologique, dirige par M. Pasteur. 
Je suis heureux de pouvoir remercier publiquement mon illustre 

(' ) Les autres ceufs ne sont point re8t68/rai>;mai8 ils n*ont subi qu^une modification 16- 
g^re, sensible seulement au goi!kt; ils ne sont point pour cela impropres k Talimentation. 
On dit dans ce cas qu'ils sont vieux, L'^tude du vieillissement des oeufs sera Fobjet d'un 
M6moire special. 






li» -jtm %ai*r«finn, niaoit *^jle-^j; -ixiJii**. "jjite ^jwrnafw^ ^ss *e la' m aa- 

r^ tiir«<jR vin5«Hm ^ .^F»^rfer me [iimiiffT^ i amvew in emi 'm i 
itu^prm ii^^if*r^ :uip«'mitf p^mr mmirvs: le nurs^ 'te^ *m& pins ^ar ^ 
[jhiH '*i:a»»^ruif ' : nam. (iaiui la smciiniH. v^rpnk ;i» iwiir i^^etps ojiis 
t»U';*p5wr.?^»niimr, garry^ ^irUs^ -»n«imr rfiiitenE -»t :ni!niniDiNii!s^» in -f -«^ 
(it'tiinxti'^^ixsumt ht^g* an mmt^ seuv^uic. L iii»»r7.iaHir « 3isi!ft iiwc ane 
f^9ig^ rtamt mK ^Jtamiin^ a«iir?i^ iJ :iaiiiit l^B^u aix u*iix tx:r*Mnjti±* te 
fwn ;jx^^ ^ \rvaJC^r^nmt <hi£K L^'EiI •?!: la bfuigiie. L' iqttradnn ^^r 3iii& -a- 
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Dans ees conditions, un oeuf completement sain et frais apparait 
transparent et teinte en rose clair, soit uniform^ment, soitavec un ton 
qui se fonce vers le centre. Un oeuf un pen vieux, mais sain, presente' 
un ton plus rouge, un peu noarbr^, limits vers le gros bout a une cou- 
leur grise, uniforme, qui correspond k la chambre a air, et dont Teten- 
due augmente avec Fage de i*oeuf. Les oeufs pourris sont completement 
opaques. Ce caractere leur est commun avec les oeufs couves; mais 
ceux-ci se distinguent des premiers en ce que leur chambre k air oc- 
cupe un grand espace, d*ou il r^sulte qu'au mirage la region opaque 
se termine brusquement a une zone grise et transparente. Enfin, iors- 
qu'un oeuf renferme des moisissures, on apergoit, au milieu d'une aire 
teintee de rose, une tache de diambtre variable, foncee, noire, qui 
tantot se deplace dans Toeuf, quand on le retourne, tantot, et c'est 
le cas le plus frequent, parait adherente a la coque ou terminee a la 
chambre k air. Cette apparence justifie Texpression que Ton applique, 
dans le commerce et dans la ferme, aux oeufs moisis : on dit en effet 
qu'ils sont tachds ou qu'ils ont la tache. 

L'application du mirage a des recherches scientifiques pent etre 
d'une grande utilite. Ainsi M. C. Dareste a pu, par ce moyen, suivre k 
travers la coque les premiers developpements de Tembryon, recon- 
nailreses mouvements et constater son etatde vie ou de mort ('). Rien 
n'est plus commode pour observer la position et la grandeur de la 
chambre k air; avec assez d'habitude, on pent memo distinguer les 
oeufs doubles et les oeufs triples, ceux dans lesquels sont renfermes deux 
ou trois vitellus. L'usage de ce procede m'a permis de savoir chaque 
jour Tetat d'alteration des oeufs que j'avais mis en experience, et de 
ne les ouvrir qu'au moment opportun. 



( ' ) C. Darestb, M6moire cil^, p. a46. 
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CHAPITRE L 

DE LA PUTBSPACTION DANS LES CEUFS. 



L — Hisiorique. 

La potrefactioQ est aae deeomposition des matieres animaies ou ye- 
getales qui se prodait daos certaioes conditions de cbaleur et d'homi- 
dit^t dvee degagement de gaz fetides. Les ceafs sont emiaemment aptes 
k subir eette alteration profonde, eette fermentation pntride. 
* II n'est personme qui n'att obserre des cBofs poorris ; tout le monde 
eonnait I^odenr repoossante et malsaine qn'ils exhalenc. Bien qne le 
pb^omfene de la putrefaction des cBufs soit de tons les temps, il ne pa- 
rait pas qn'avant Reanmnr aneon aateur se soit preoeenpe de Tetadier. 

Parmi des oenfs mis a couver dans des fours de fumier pendant quel- 
qaes jonrs, c il y en ayait, dit Reaumar^ qui y repandaient Todear la 
plas detestable, ayant ete brises, par la puante matiere qai ayait fer- 
mente dans lenr interienr, on ayant la surface de leur coque coayerte 
d'ane liqoear d'nne odeor aossi infeete qui ayait transsnd^; d*aatres 
ceafs dont la coqoe n'^it ni felee, ni mooillee, donnaient Todeur la 
pins insupportable, des qu'ils ayaient ete casses. Parmi ces ceufs si cor- 
rompuSt j'en trouyais d'antres qui, apres ayoir ete casses, non-seule- 
ment ne sentaient pas mauyais, mais qui n*etaient allures que comme 
le sont les ceufs yieux que Ton mange joumellement, et qui aussi 
6taient trfes-mangeables(*). » L'auteur pense que les oeufs qui sont 
rest^s sains dans ce cas etaient infeconds. 

Dans des oeufs oil les embryons, par suite d^un arret de deyeloppe- 
ment, Etaient rest^s morts pendant quelques jours, Reaumur constate, 
non sans ^tonnement, que plusieurs de ces embryons sont inalteres. 
« II est trhn ii remarquer, dit-il, qu'entre les ceufs dans lesquels le 
poulet a pMf les uns r^pandent Todeur la plus insupportable, souyent 

( ') UkVUVhf Art (le faire 4clore et d^ Sieve r en toutes saisons des oiseaux domestiques^ 
^ Mition, i. li, p. a88; i75f . 
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avant que d'avoir £t^ casses, ou au maiDS aprfes Tavoir ^t^, et les autres, 
aprfes avoir ^te cassis, ne sentent point mauvais (*)• > 

L'auteur cherche rexplicatioD de ce fait^ et, apres ea avoir tente plu- 
sieurs qui lui paraissent peu satisfaisantes, il s'arrete enfm k celle-ci : 

c Le poulet mort dans I'oeuf s'y trouve enibaum^ d'une manifere bien 
superieure k cellesqui out ^te employees jusqu'ici, sans en excepter 
celles des Egyptiens, pour empecher les corps des animaux et ceux des 
hommes d'etre detruits par la pourriture; au moment oil le poulet 
perd la vie, il se trouve enduit de toutes parts d'un baume sans odeur 
aromatique, mais plus propre k le defendre centre la corruption que 
les bauroes les plus odorants et que tons les aromates; ce baume est le 
blanc de I'ceuf dont tout I'ext^rieur du poulet est mouill6' : ce blanc de 
Toeuf, qui etait devenu fluide, est revenu k s'epaissir, et s'epaissit de 
jour en jour sur le corps du poulet mort; il se laisse pen^trer pendant 
quelque temps par les parties aqueuses et par les parties volatiles qui 
tendent k s'echapper des chairs, mais il ferme tout passage k cet air ex- 
terieur qui serait necessaire pour operer la fermentation; ainsi peu k 
peu les chairs et le vernis dont elles sent enduites se dessfechent, le 
poulet perd de son volume sans se corrompre, et parvient k un ^tat oil 
il est sensiblement inalterable pour toujours (^). > 

En 1822, Geoffroy Saint-Hilaire, recherchantsi lesoeufs fecondesne 
pourraient pas subir dans I'oviducte de la poule un commencement 
d'incubation, n'obtint que des oeufs plus ou moins decomposes. II cite, 
par exemple, le cas d'un oeuf qui s'^tait entour^ d'une forte couche de 
blanc; aprfes un s^jour de vingt-huit jours dans I'oviducte, ce blanc 
exhalait une odeur f^tide, tandis que I'ceuf int^rieur 6tait parfaitement 
sain (*). Je reviendrai plus loin sur cette observation. 

Dans leurs experiences sur les changements de poids que les oeufs 
eprouvent pendant I'incubation, MM. Prevost et Dumas citent trois oeufs 
sur douze, non fecond^s, qui, aprfes etre rest^s vingt jours k la tempS- 



(* ) IUaumur, Art de faire iclore et (V Clever en toutes saisons des oiseaux domestiques, 
1. 1, p. 267. 

( ' ) REAUMUR, Art de faire iclore et d'Sleper en toutes saisons des oiseaux domestiques, 
1. 1, p. a6o. 

(') Geoffrot Saint-Hilaire, Sur les organes sexuelset sur les produits de lag^ndration 
des poules dont on a retarde la ponte [M^moires du Museum, t. IX, p. i4; 182a]. 
Annates de I'Ecole Normale. a* Sirie. Tome IV. 27 
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rature de l*incubation, c*est-k-dire de 38 ^ t^o degr^s, avaientune odeur 
tres-putride, tandis que les neuf autres n'avaieDt, au coDtraire, presque 
aucune odeur (*). 

Sur neuf oeufs mis a couver sous une poule, Sacc en trouve qualre 
qui D'ecloseut pas, et parmi ceux-lk ud est completement pourri, ud 
contient ud petit poulet bien couforme, deux contiennent des poulets 
dess^ches, mais qui D'avaient eprouve qu'un commencement de d^ve- 
loppement (*). 

Dans une serie de recherches sur te developpement du poulet et sur 
les oeufs k double germe, M. C. Dareste a rencontre souvent des em- 
bryons morts depuis longtemps dans leurs coques c et qui etaient dans 
un etat tr^s-avance de decomposition et de putrefaction > ('). 

L'ensemble des observations precedentes montre que, dans des con- 
ditions extcrieures semblables, d*une part, certains oeufs pourrissent 
et d'autres restent sains; d'autre part, des embryons de poulets, morts 
dans leurs coques, peuvent se decomposer avec tons les caractferes 
d'uoe putrefaction repoussante, ou se conserver sans degager la moindre 
odeur fetide. 

Ges resultats ont ^te infirmes, dans ces dernieres annees, par des re- 
cherches importantes que M. Donne a faites k Mootpellier sur les alt^ 
rations spontan^es des oeufs. 

Si Ton prend des oeufs naturels, non agit^s, et qu'on les abandonne k 
eux-memes, ils c restent, dit M. Donn^, des semaines et des mois, 
meme pendant les grandes chaleurs de T^t^, sans subir aucune altera- 
tion putride. L'oeuf n'exhale aucune odeur, et rien, absolument rien 
de vivant, soit de la vie vegetale, soit de la vie animale, ne s'est produit, 
ni a la surface de la membrane, ni dans I'int^rieur de la matiere ; pas 
traces dlafusoires ni de vegetaux micro8copiques(^). t M. Donn£ 

(*) VwAwom et Dumas, Jrm, des Sciences naiureUes, t. IV, p. 5i ; i8a4. 

(') Sagc, Sur Us modifications de Voeuf pendant Vincuhation (jinn, ties Sciences naiu- 
relies, 3* sArie, t. Vm, p. 171 ; 1847). 

(*) C. Darsstb, Recherches sur V influence qu^exerce surle dSpehppefnent dupoulei I'ap- 
plication totale d*un vemis ou d*un enduit oleagineux sur la coquille de Vceuf [Ann. des 
Sciences mUurelles. Zoolagie, 4* s^rie, t. XV, p. 5; 1861). 

Mimoire sur Phistoire physiologique des ceufs a double germe ( Ann. des Sciences natu- 
relies. Zoologie, 4* s^rie, t. XVH, p. 3i ; 1862) . 

(^) DoiQii, Experiences sur raliAtUion spontanie des osmfs (Comptes rendus de VAca^ 
dinde dee Sciences, X. LVII, p. 45o; i863)« 
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trouve au contmire que des oeufs ouverts et places dans les conditions 
precedentes sontenvahis par les moisissures et pourrissent rapidement 
avec accompagnement d*animalcules microscopiques. 

c Cette matifere de Toeuf qui ne s'alt^re pas, dans le sens de la pu- 
trefaction, tant qu'on la laisse dans son ^tat normal, subit prompte- 
ment Taction de la decomposition si, par des secousses, on d^truit sa 
structure physique, c*est-k-dire si Ton rompt la trame, les cellules des 
corps albumineux, et qu'on opere ainsi le melange du jaune et du 
blanc. Alors, memo sans acc^s de I'air ext^rieur, en se garantissant 
meme de cette intervention parun surcroitde precautions, telles qu'une 
couche de collodion repandue k la surface de Toeuf, on voit tons les 
phenomenes de decomposition apparaitre, aprbs un temps plus ou 
moins long, suivant la temperature, mais toujours en moins d*un mois; 
tons les phenomenes de decomposition, excepte toutefoisla production 
d'etres vivants de Tun ou de Tautre regne, car, quel que soit le degr6 
de pourriture auquel on laisse arriver I'oeuf, on n'y pent decouvrir la 
moindre trace d'animalcules ni de v^g^taux microscopiques; la ma- 
tifere de Toeuf est trouble, d'une couleur livide; elle exhale une odeur 
fetide au moment ou Ton brise la coque, mais rien, absolumentrien, ne 
bouge dans cette matiere; rien ne yit, et Texamen microscopique le 
plus attentif et le plus repete n'y fait pas decouvrir le moindre etre or- 
ganise ou vivant. Une fois au contact de Fair exterieur, la decomposi- 
tion marche rapidement avec son cortege d'infusoires et d'etres micro- 
scopiques (*). > 

c Ge qui se passe dans les oeufs contenant un embryon d^veloppe 
par I'incubation jusqu'au moment de I'^closion est tout k fait analogue 
a ce que Ton observe dans les oeufs ordinaires abandonnes k eux-memes. 
Les oeufs, avec un embryon de huit jours, de quinze jours et de trois 
semaines, exposes pendant un mois a toutes les variations de la tempe- 
rature exterieure, subissent une alteration, une decomposition qui 
pent aller jusqu'a la putrefaction, jusqu*k repandre une odeur putride, 
avec teinte livide des liquides, sans donner naissance a aucun etre or- 
ganise, si simple que ce soit, du regno vegetal ou du regno animal, 
tant que Toeuf n'a pas ete ouvertet que la substance interieure n'a pu 

(' ) DoNN]6, loc. cit.y p. 4^1. 

27. 
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elre mise en commonicatioD avec le grand reserroir oil pallalent les 
gennes que M. Pasteur a si bien demontres ( * ;. » 

Ainsi, d'apres ces obsenrations, les oeafsnon agites se consenreraient 
sans fermenter ni pourrir; les oeofs broailles par Fagitation, ainsi que 
les embryons de poalets toes dans lears coqnes, s'altereraient toajoors 
sans jamais donner lien an dereloppemeni d*etres microscopiqnes do 
regne animal oo do regne yegetal. 

De Fabsence d'organismes dans lesoeois gates M. Donne avait conclo, 
conformement a des experiences anterieores de M. Pasteur, que les ma- 
tieres animales les plos propres a Torganisation ne peovent donner 
lieo a des generations spontanees de moi^ssores et de Tibrions. 

Un peo plos tard, M. Donne poblia une serie d'experienees faites avec 
des oeofs oof erts a one extremite et places ensoite dans des conditions 
▼arises ('). EUes ayaient pour but de recbercber si une quantite d*air 
et d'eao plus grande que eelle qui exbte a Hnterieur d'un oeuf entier 
ne pourrait pas determiner la transformation du janne et du blanc en 
organismes microscopiques. Les experiences ayant donne des moisis- 
sures et des vibrions, M. Donne crut qu'on pouvait presenter ce resultat 
comme un puissant argumenten faveur de Fbeterogenie; mais M. Donne 
n'aTait pas CTite de nombreuses causes d*erreur que M. Pasteur indiqoa 



(* ) DoBCii, Keckerekts smr la ptUrefacikm spamUmie des oemfs combes, pour servira rkis- 
taire da gimiraikms tStesspontOMees ( ComqHes remdus de VAcademie des Sciemces, L LTm» 
p.95i;i864). 

(') Premiere exp^nemee. ~ c Des CBofe 9onl lar^ arec soin, bien easoyfo et ansaldt 
earelopp^ cTmie ^wsse couche de coUm card6 aorUnl done 6UiYe chaufKe k i5o degr^ 
Le eoCoa est bien ooQ^ toot antoor de I'oenf, afin qn'il ne se d^pbce pas. Un sljleC fin, prda- 
laM eaent roogi an fien, afin de d^Crnire les gennes qoi ponrraieni y adbdrer, est introduii 
oUiqneaient sons le eoloii, el le eonmet de TcBuf est peroe d'nn troo. Tons les onls ainsi 
pr^psis, flOBt rangte deboot dans nne tenine lempie de oeodres reiirfes tontes chaiides dn 
loyer; le lent est r e couie i i d'nne dodie de Terre. > 

A la soita de celte optetkm, il pcmsae des moisiflsares k la snr&oe de la mati^ des 
CBab; anas flneaed^T^oppe pas d'aninialcnlesbifnsoireSypareeqn'fl nyapa8d*ean. 

c II est si Trai, ajoote M. Ikma^^ qoe c*est Fean qni manqne, qoe si Ton en ajonle nn pen 
dans Fceaf, on Toil en Tingt-qoatre beores les mcnades et les Tibrions se d^relopper par 
Bfriades. Foot Writer Umie inlenrention de gennes da dehors, je verse dans roenf motsi de 
reaa boaiDanta el je reooarre aaaBil6t roavertnre avec an tampon de colon oa on yene dp 
■Malra. Le Warteai a ia, oa le sarleademain aa plos lard, la matito foonniUe de Tibrioas. » 
{Comqdes remdm de VAcadame des Sciences, t. LXm, p. 3oi ; i8S6.) 

Deiuaetme experiemee. — c DesoBofe, oorerts ^ ane de lears extrteitfe et dont j avais 
Iaiaa6 fonder aaa petite portioB de la matato inlMeore poar Ima an pan de Tide, onl M 
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alors ('), et qui provenaient soitde la manipulation k Fair ext6rieur, soil 
de rinsutfisance de la temperature k laquelle etaient portes les ceufs. 

De nouvelles experiences, suggerees par M. Balard, ecarlerent ces 
causes d'erreurs et confirmferent completement les premieres recher- 
ches de M. Donne ; par dififirence de pression, de Fair et de Teau etaient 
introduits k I'interieur des oeufs sans briser la coque. 

c Des oeufs ainsi traites, dit M. Donn6, se d^composent et pourris- 
sent avec une grande facility ; abandonn^s k eux-memes, soit dans une 
etuve \k 3o ou 35 degres, soit k la temperature du mois de juillet, k Mont- 
pellier, avec Tinfluence de la lumifere dont Taction est peut-etre neces- 
saire k la vie, ils exhalent au bout de huit ou quinze jours, quelque- 
fois trois semaines, selon les circonstances, une odeur fetide; souvent 

meme la mati^re interieure suinte k travers la coquille Et bien, 

dans aucun cas, et quel que fut le degre de putrefaction auquel Toeuf 
fut arrive, putrefaction qui allait souvent jusqu*k repandre Fodeur la 
plus fetide; dans aucun cas, dis-je, cette matiere decomposee n'a offert 
la moindre trace d'etres organises du regne vegetal ou du rbgne animal ; 
pas la plus petite moisissure, pas une seule monade, ou un seul vibrion; 
rien enfin d'organise, d'anim6 ni de vivant, ne s'est montr^ au sein de 
la matifere examinee avec le plus grand soin au microscope. > 

M. Donne conclut : 

c Mes derni^res experiences sont une confirmation, que je puis dire 
^clatante, des resultats obtenus par M. Pasteur et qui, jusqu'k present, 
repoussent la theorie de rh^t^rogenie (^). > 

plac^ debont au fond d'un vase grand comme un seau, bien cal6 par des fragments de 
marbre concass^ ; de Teau bouillante a ^t^ vers^ par-dessus jusqu'^ ce que le vase fillt rempli : 
le vase a M soigneusement couvert et le tout abandonn^ k la temperature de mon cabinet, 
qui pent varier de i5 k ao degres. » (Comptes rendus de I* Academic des Sciences , t. LXIII, 
p. 1072; 1866.) 

... a La matiere recueillie dans Tint^rieur des oeufs pr^sente une multitude de vibrions 
dou^ d'une grande agilit6. » 

Troisieme experience. — a Experience avec des oeufs que Ton brise, dans lesquels on 
verse de Teau distill^e bouillante, et que Ton ferme hermetiquement avec de la cire. » 
(Comptes rendus de VJcadSmie des Sciences^ t. LXIV, p. 475 1867.) 

Au bout de cinq jours, on enl^ve la cire, et Ton trouve des vibrions. 

(*) Pasteur, Comptes rendus de r Academic des Sciences, t. LXIU, p. 3o4 et 1073; 1866. 

(') DoNNift, Note sur la putrefaction des ceufs et sur les produits organises qui en r^sul^ 
tent (Memoire lu). [Comptes rendus de I* Academic des Sciences^ t. LXV, p. 60a; 1867.) 
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On voit par ce qui precede que les observations de M. Donne sont en 
contradiction aveccellesqu'ontrapportees avantlui Reaumur etd'autres 
savants. En outre, elles tendent k rendre compte de la putrefaction dans 
les oeufs par le simple jeu de forces physiques et chimiques, et consti- 
tuent ainsi une exception inattendue k la grande loi de correlation qui 
resulte des travaux de M. Pasteur sur les fermentations et qui s'ap- 
plique a la putrefaction ordinaire. M. Pasteur a montre, en effet, 
dks i863y que la destruction de la matiere organisee est un acte corr^- 
latif du developpement et de la multiplication d'etres microscopiques 
de la famille des vibrioniens (* ). Les r^sultats de M. Donne interes- 
saient done un point de doctrine de la plus haute importance ; aussi 
etait-il necessaire de faire de nouvelles recherches dans le but de les 
controler : ce sont ces recherches que j'ai tentees. 

M. Bechamp/qui n'avaitpas vu non plus d'organismes dans les oeufs 
pourris, avait, il est vrai, donne des observations de M. Donne une 
explication qui ^tait en quelque sorte intermediaire entre la theorie 
physiologique de M. Pasteur et une explication purement physico-chi- 
mique. On sait qu'il existe, dans la plus grande partie des liquides et 
des tissus des animaux et des plantes, des granulations mol^culaires 
trfes-tenues et animees du mouvement brownien. M. Bechamp, qui 
appelle ces granulations des microzymas, suppose que celles qui exis- 
tent dans Foeuf, et particulierement dans le jaune, agissent a la faQon 
des veritables ferments figures pour provoquer la putrefaction dans les 
ceufs (^). 

J'espere montrer que les observations de M. Donne sont inexactes, 
que rbypothese de M. B^champ est inadmissible, et que la putrefac- 
tion des oeufs, loin d'etre une exception aux conclusions qui decou- 



( ' ) Pasteuh, Recherches sur la putrdfacihn ( Comptes rendus de VAcaddmie des Sciences, 

t. LVI, p. 734). 

(') M. B^tohampil^fimtses microzymas « des granulations mol^culaires mobiles, ayant une 
existence ind^pendante, et, comme le nom Tindique, de la nature et de la fonction des mi- 
crophytes ferments. » ( Comptes rendus de VAcaddmie des Sciences, t. LXXVI, p. 114 3.) 

« EtemsTcBuf, dit ailleurs M. B^harop, on ne d^couyre,en fait d^^l^ments figur^, que des 
microzymas ; dans certaines circonstances, ils y fonctionnent comme ils le font hors deToeuf, 
sur le Sucre et sur la f^ule ; ils sont done de Tordre des ferments figures. » ( Comptes rendus 
de i'Academie des Sciences, t. LXXV, p. 962.) 

Poor M. B^hamp, ce sont ces microzymas qui provoquent Tali^ration des ooufs : c L'osof 
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lent des travaux de M. Pasteur sur les fermeDtatioDs, les coDfirme au 
coDtraire d*une mani^re remarquable* 

II. — Cewactires gdniraux de la putrefaction dans les (Bufs. 

1. Caractires physiques. — La putrefactioD des ceufs resultant d'un 
ensemble d^ ph^nom^nes physiques, chimiques et physiologiques, nous 
aliens Fetudier successivement k ces divers points de vue. 

Les caractires physiques changent ayec Tetat des oeufs, selon qu*ils 
sont brouilles ou non, et aussi avec la periode de Talteration. 

Consid^roDS d'abord Tceuf qui n'a subi aueune agitation, danslequel, 
par consequent, le blanc et le jaune sont parfaitement distincts. Si Ton 
abandonne un pareil ceuf a lui-meme> il perd pen k peu de son poids (*) ; 



porte en lui-m^me, normalemeDt, la cause de cette fermentation, et c'est surtout dans le 
jaune que r^ide cette cause. » Pour ne laisser aucun doute sur cette cause, M. B^hamp 
ajoute k la fin de son travail : a J'aurais pu intituler cette Note : Des microzymas de Vaeuf 
considMs comme organismes producteurs d*alcooi et d^acide acetique* » ( Compies rendus 
de VAcadSmie des Sciences^ t. LXVU, p. 5a3.) 

Dans une Lettre adress^ k M. Dumas, M. B6champ avait dit, en i865 : a Quant k la pu- 
trefaction des ceufs dans les experiences de M. Donn^, et la putrefaction de la viande, elles 
reconnaissent une autre cauSe que la naissance d'organismes ferments. ( Annates de Chimie 
et de Physique, 4* serie, t. VI, p. a5i.) 

(*) Yoici deux tableaux donnant les pertes de poids de cinq en cinq jours, pour des oeufs 
sains, agit^s ou non, k la temperature de ^5 k 3o degres. 









OEufs non 


agit^s. 








N»* 
d'ordre. 


Poids 
initial. 




Perte dans la 






!'• periode 


a* periode. 


3« periode. 


4* periods 




i 


fr 

55,11 


i,3o 


1,26 


ft 

1,28 


1,26 




2 


55, 3i 


1,23 


1 ,10 


1,08 


1,08 




3 


55,66 


1,39 


1,48 


1,34 


i,3o 




4 


58, 3i 


1,33 


1,26 


1,21 


I, II 




5 


57, 3o 


i,o3 


1,02 


i,o5 


• 1,00 




6 


55, 8o 


1,11 


1,02 


1,01 


0,93 




7 


52, lO 


1,01 


1,07 


1,07 


1,00 




8 


52,12 


1,48 


1,47 


1,35 


i,3o 




9 


53,32 


1,12 


i,i5 


1,11 


1,09 




10 


53,71 
548,74 


1,12 


1,12 


1,02 


i,o5 


Totaux 


12,12 


11,95 


11,52 


11,12 


Movennes . • . . 




54,87 


1 ,21 


1,19 
o,238 


1 ,i5 


1,11 


» pour 


I jour.. 


7 
0,242 


o,23o 


0,222 



( Voir la luite de la note k la page loiYante. ) 



2l6 CLYSSE GAYOW. 

sa chambre k air augroente chaque jour et, lorsqu'il ne doit pas pour- 
rir, on retrouve, apres un temps quelconque, ses elements k tres- 
peu prfes daDS le melne etat qu*k I'origine. L'albumine seule, qui a 
perdu une certaine quantite d'eau par evaporatiou et par la combus- 
tion {*) qui resulte de la respiration lente de Toeuf, a change de con- 
sistance; Todeur est aussi un peu modifiee : elle caracterise les oeufs 
vieux. 

Si, au contraire, I'oeuf doit pourrir, son alteration commence a une 
epoque variable apres la ponte. Elle depend en effet de Thumidit^ de 
Tair, et surtoutde la temperature. On pent dire qu'en moyenne, k la 
temperature de Tete, et par un temps sec, la putrefaction est sensible 
au bout de quinze jours, et tres-avancee au bout d'un mois. 

Cest a Todeur qu'on reconnait vulgairement un ceuf pourri; mais ce 
caractfere est incomplet; car I'odeur ne se developpe que plusieurs jours 

(Mufs agiies, 

Ges (Bufs ont 6t6 mis en experience en m6me temps et dans les mdmes conditions que les 
oeufs non agitte pr^c^ents. 



No« PoidB 



Perte dans la 



d'ordre. initial. i'* periode. a* periode. 3® p^riode. 4* p^riode. 

fr ir »r gr gr 

i 57,86 1,56 1,64 1,52 1,40 

2 56,78 2,52 2,38 2,i3 1,92 

3 55,86 1,78 1,70 1,56 1,22 

4 55,62 1,72 1,67 1,65 1,32 

5 58,20 1,35 i,3t> 1,14 1,07 

6 60, Oft 1,76 1,75 1,67 1,54 

7 54,76 1,52 1,47 1,38 1,26 

8 53, i3 1,54 i,5o 1,46 1,28 

9 5i,o2 1,32 1,26 1,16 i,o5 
10 5o,53 1,07 1,10 i,o5 0,96 



Totaux.../ 553,78 i6,i4 15,77 14,72 i3,o2 

Moyennes 55,38 1,61 i,58 1,47 i,3o 

» pour I jour.. » 0,322 o,3i6 0,294 0,260 

Ainsi, la perte de poids diminue en g^n^ral k mesure que le blanc se concentre; elle est 
trds-notablement plus grande avec les oeufs agil6s qu'avec les oeufs non agitte. 

(^) La combustion des mati^res deToeuf par respiration lente est prouy^e par la produc* 
tion d'acide carbonique en dehors de toute putrefaction, lorsque Toeuf est abandonn^ k Tair 
ordinaire. 

Gette combustion, et la production d'adde carbonique qui en est la cons^ence, peuvent 
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apres le veritable eomnidQceinent de la putrefaction • Le premier pb^^ 
Domene seDsible est une coloration yerd4tre, qui se manifeste en un ou 
plusieurs points, soit sur les membranes de Toeuft soit a Vint^rieur 
mSme du blanc. La couleur verte s'etend peu k peu et gagne bientot 
toute i'albumine. En memo temps, le blanc devient plus fluide et les 
couches epaisses qui enveloppent le vitellus se confondent avec les 
couches periph^riques rooins denses. Le vitellus nage done dans un 
beau liquide vert, dichroique, homog^ne et limpidct sans avoir encore 
subi lui-meme aucune modification apparente. La reaction de ce liquide 
est alcaline, comme le blanc d*un oeuf frais ; Todeur putride commence 
a peine a devenir appreciable. Les chalazes ne tardentpas a se rompre» 
ot alors le jaune devenu libre obeit aux lois des corps plonges dans 
les liquides. Plus leger que le blanc (* )» il se porte a la partie la plus 
elevee de Tceuf et se deplace quand on retourne celui-ci dans tous les 
sens. Quand on laisse Toeuf immobile pendant quelquesjours, le vitellus 
eontracte bientot une adherence avec le point de la membrane avec 
■**— ' — -~- — '~- ' I . ■ f 

m6me se produire sans Tair ext^rieur, aux ddpras des seuls 616ment6 de roeof. Je citerai 
une experience : 

Le 1 3 mai 1873, j'ai mis dans une ^prouvette pleine de mercure un oeuf de poule f^condd, 
au moment mdmeoti il venait d'6lre pondu. L'^prouvetle, d*abord plac4e k a5 degr^ dans 
une 6tuye, a 6t6 plus tard abandonnde k la temperature extdrieure, jusqu'au 3o sep- 
tembre 1874, jour oix j'ai mis fin a rexperience. Dans oe long intervalle de seize moifi et demi, 
il s'est produit un Idger abaissement de niveau du mercure, par suite de la formation d'une 
certaine quantity de gaz; mais depuis longtemps le niveau restait stationnaire. 

Le gaz form6 a tin volume de 4*^,2; voici sa composition : 

En centidmes. 
00 

Acide carboniqoe 3,5 83 ,3 

Azote 0,7 16,7 

4, a JOo,o 

L'oeuf n'est point pourri; seulement le blanc est un peu trouble et plus fiuide que dans un 
(£uf frais; le jaune s'dtale aussi un peu plus facilement ; Todeur est fortement alcoolique ; le 
Sucre a compldtement dispani ; pas d'organismes, ni ^ la surface exterieure de la coque, ni k 
rintdrieur de Toeuf. 

n est remarquable que la disparition du sucre soit lide k la production d'alcool et d'adde 
carbonique ; il semble done qu*il y ait eu dans cet oeuf une veritable fermentation alcoolique, 
sans formation d'eidments figures, absolument comme dans les remarquables experiences 
de MM. Lechartier et Bellamy, confirmees par M. Pasteur, sur les fruits plongds dans une 
atmosphere privee d'oxygene. 

(') Voici, d*apres MM. A. Baudrimonl et Martin Saint- Ange{^/7/ia/^^ de Chimie et de 

Atinales de VEcole Normale, a* Serie. Tome IV. 2o 
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iequel il est en contact. On trouve de ces adherences en un point quel- 
conque, aussi bien sur la membrane tendue qui forme comme le plan- 
cher de la chambre k air ( * ) que sur les membranes qui tapissent la co- 
quille : elles ne dependent que de la position anterieure de Tceuf. Les 
adherences dont je parle ne doivent pas etre confondues avec cellesque 
Ton observe quand Toeuf est moisi et qui sont beaucoup plus fortes et 
plus etendues. 

Dans une seconde periode de la putrefaction » la coloration verdatre 
du blanc disparait peu k pen, et fait place k uneteinte jaune; la reac- 
tion alcaline s'affaiblit insensiblement, et devient neutre ou tres-lege- 
rement acide; en memo temps, le jaune se ramollit; la membrane tres- 
mince qui Tenveloppe en entier perd de sa resistance et se d^chire sous 
le moindre effort : tandis qu'on a quelque peine k ^eraser le yitellus 
d'un oeuf de cane sain, il suffit au contraire de le deplacer legferement 
pour qu'il s'^tale, si la putr^factien est declaree depuis quelques jours. 
L'odeur putride est devenue trbs-sensible. Dans ces circonstances, si 
Ton perce la coque d'un petit trou pour faire ecouler I'albumine, on 
Yoit bientot le jaune couler a son tour. 

Enfin, dans une derniere periode, et lorsque le yitellus ne s'est pas 
rompu, sa surface prend une couleur jaune citron; ses elements se des- 
agregent et se repandent en partie dans le blanc qui cesse d'etre trans- 
parent et devient trouble et sale. Alors I'odeur putride est trfes-accen- 

Physique, V s^rie, t. XXI, p. a5o ; 1847), ^^ poids spteifique du blanc et du jaune dans les 
(Bufe de poule : 

Albumen exteme de i ,0399 k i ,04^1 

Albumen interne de i ,0421 k i ,0432 

Yitellus entier de i ,0288 k 1 ,0299 

Yitellus, vers la dcatricule de i ,0266 k i ,0277 

^tellus, du o6t6 oppo86 de i ,o3io k i ,o32i 

Ces demiers nombres expliquent comment la dcatricule se trouve toujours au point cul- 
minant du vitellus, quelle que soit la position que Ton donne k I'oeuf . 

(*) La chambre & air de Toeuf est gto^ralement au gros bout. On sait qu'elle est form6e 
par la membrane interne ^e la coque qui se s^pare de la membrane exteme avec laquelle 
elle 6tait primitivement en contact. Si done on place un ceuf verticalement, le gros bout en 
haut, la chambre k air aura la forme d*une calotte ferm^e par le bas au moyen de la mem- 
brane interne tendue horizon talement. Comme j'aurai souvent k parler de cette membrane, 
je la ddsigne dibs maintenant par le nom de plancher de la chambre a air, nom qui me pa- 
rait justifid par la position m6me de la men]A)rane dont il s'agit. 
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tu£e, et d^jk Ton peut reconnaitre la presence du gaz sulfhydrique. 
Ce dernier caract^re prend une intensity rapidement croissante ; la pu- 
trefaction, favorisee par le melange d'une partie des elements du jaune 
avec le blanc, arrive bientdt k son dernier degr6. On voit alors I'albu- 
mine se troubler de plus en plus, le vitellus redevenir plus dense, plus 
ferme et changer de nouveau de couleur. Ge sont d'abord les couches 
p6riph6riques, puis progressivement les couches profondes, qui se co- 
lorent en vert fonc6, presque noir. On a comme un noyau opaqu6 et 
noir au milieu d'un fluide de couleur livide, dans lequel nagent des 
debris jaunes, verts, noirs. Une section dans ce noyau pr^sente g^nSra- 
lement une s6rie de couches concentriques, de couleur normale au 
centre, vert fonc6 a la circonfi6rence, avec tous les tons interm^- 
diaires. A cet 6tat, Foeuf est compl^tement opaque, la coque a une teinte 
grise, et les gaz de I'interieur sortant par tous les pores annoncent par 
leur odeur putride le degr6 d'infection de I'oeuf. La tension de ces gaz 
devient alors considerable; elle a sou vent pour effet de faire suinter un 
liquide spumeux et puant. II arrive mSme que la coque se brise avec 
6clat, soit spontan^ment, soit en la piquant en un point, et que les 
matiferes en putrefaction sont projetees dans toutes les directions. Le 
bruit de la rupture, dejk trfes-fort avec des oeufs de poule, est sup^rieur 
k la detonation d'un coup de fusil avec des (Bufs d'autruche (*). 

Tel est I'ensemble des ph^nomfenes qui se succedent dans la putre- 
faction d'un ceuf non agit^. Dans un oeuf qui a ^t^ agite, et dans lequel 
le blanc et le jaune sont par suite melanges et brouilles, la putrefaction 
est g^n^ralement plus rapide, mais elle ne pr^sente pas nettement 
toutes led phases que nous avons observ^es dans le cas prSc^dent. En 
effet, on ne peut plus constater ni T^lat du blanc, ni I'^tat du jaune, 
lesquels sont confondus dans une masse granuleuse et rougeatre. 

Lorsqu'un (Buf ainsi brouill^ se conserve sans alterations en repos, 
la masse jaune rougeatre qu'il contient se separe lentement en deux 
parties : au fond se tassent les debris solides du vitellus avec une teinte 



(*) Je dois ces details k M. Gh. Riviere, directeur du Jardin d'essai du Hamma (pr^ 
d' Alger), qui a bien voulu me communiquer quelques observations recueillies par lui-m^me, 
et m'adresser en mdme temps, avec une Iib4ralit6 dont je le remercie vivement, quelques 
oeurs d*autruche avec lesquels j'ai pu completer mes recherches. 

ri8. 
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plus jaune et k la partie superieure surnage un liquide transparent 
plus rouge. L'albumine parait avoir dissous quelques-uns des elements 
du vitellus. 

Si, au contraire, la putrefaction se declare, il ne se produit point de 
separation entre les parlicules solides et les Elements fluides du me- 
lange. Bientot il s*6tablit une fermentation interne qui semble favorisee 
par Fair dissous pendant I'agitation; la masse prend une consistance 
semi-fluide, se colore legerement en vert ou prend une teinte livide; 
Todeur putride s*accentue, et en peu de temps on arrive a la derniere 
p^riode du ph^nomene, celle dans laquelte les gaz s'echappent au de- 
hors, soit lentement a travers les pores, soit violemment par la rup- 
ture de la coquille. La reaction, qui etait alcaline a I'origine, est deve- 
nue peu a peu neutre ou legerement acide. 

L'^tat physique d'un oeuf qiii pourrit ^ I'abri de Pair ou dans un air 
confine ne differe pas sensiblement de celui que nous venous de de- 
crire. L'odeur seule est trbs-differente : dans les ceufs pourris a I'air, 
ce qui domine est I'odeur de I'hydrogene sulfure; dans les ceufs pourris 
sans air, on sent un melange confus de ce gaz, de sulfhydrate d*ammo- 
niaque, de phosphures d'hydrogene, d'ammoniaques compos6es, dont 
Tensemble a une odeur des plus repoussantes. Cette difference parait 
li^e k la difference des reactions sur le papier de tournesol : dans le pre- 
mier cas, la reaction devient legerement acide au bout de quelque 
temps; dans le second, elle reste toujours alcaline. 

2. 6tude chimique de la putrefaction dans les (Bufs. — L'etude com- 
plete des reactions |chimiques qui se produisent dans la fermentation 
putride des ceufs pr^sente les plus grandes difficultes. II ne s'agit pas 
ici de phdnom^nes s'accomplissant avec des elements simples, peu nom- 
breux et bien determines. L'oeuf, en effet, chez les oiseaux, etant 
destine k suffire, avec le concours de Tair (*), k la nutrition et au de- 
veloppement du jeune embryon, contient tons les elements que Tincu- 
bation doit plus tard mettre en jeu : c'est I'aliment complet par excel- 



(*) ff L*air respirable oontenant une certaine quantity d'humidite poor les (Bufis a^riens 
et une temp6raiQre convenable soni indispensables poor que riDcabation ait lieu. » (Baudri- 
MOirr et Mabtin SAorr-AifOB, Jnmdes de Chinde ei de Physique, t. XXI, p. 29a.) 
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lence; or Tanalyse la plus immediate montre que le blanc et le jaune 
soDt Fun et Fautre formes par des principes nombreux, varies, en quan- 
tites souvent tres-faibles (*). Si la putrefaction n'etait qu'un simple 
pbenomenecbimique, une reaction plus ou moins complexe entre ces 
principes, il serait deja difficile de separer tous les produits de cette 
reaction; mais, ainsi que je le montrerai plus loin, la putrefaction est 
correlative de la vie» et» comme tout ph^nombne vital, elle engendre 
des produits variables dont la nature pent ^chapper k Tanalyse la plus 
delicate. II en est comme de la fermeotation alcoolique, par exemple, 
dans laquelle il ne se forme pas seulement de Talcool, de Tacide car- 
bonique, mais encore de Tacide succinique, de la glycerine et sans 
doute encore beaucoup d'autres produits (^). 
Les dilficultes que je signale sent de mSme ordre que celles qu'ont 



(' ) Composition des oeufs de poule frals (Sghutzenbehgbr, Chimie apptiquee a la Physio^ 
logic animale, p. 227 ). 

Ck)qaille et enveloppe membraneuse 10,69 

Albumen ou blanc 60,42 

Jaune ou vitellus 28,89 

100,00 
Blanc. 

Eau 82 ,88 pour 100. 

Mati^res solubles i3,3i6 » 

Albumine 13,274 » 

Mati^res grasses (ol^e, margarine et savons) traces. 

Sucre 0,5 » 

Mati^res min^rales o»64 k 0,68 » 

Jaune, 

Eau 48,55o » 

Cas^ine 13,982 » 

Membranes 0,469 » 

Albumine soluble a, 841 n 

Albumine pr6cipit6e par Teau 0,892 » 

Extrait 6th^r6 (graisses neutres, graisses phosphor^es, substance 
cristalline analogue de la cholest^rine, mais s'en distinguant par 

la forme) 3i ,146 » 

Mati^res min^rales i ,523 » 

( *) Pasteur, MSmoire sur la fermentation alcooliqtie [Annales de Chimie et de Physique, 
y s6rie, t. LVUI, p. 323; i860). 
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rencontrees les savants qui ont voulu ^tudier tous ies ph^nom^nes chi- 
miques que produit revolution embryonnaire pendant Tincubation. 
Pour toutes ces raisons, je n'ai pas aborde ici l*etude entiere des reac- 
tions qui s'accomplissent dans la fermentation putride des oeufs. Les 
resultats que je vais rapporter sont done necessairement tres-incom- 
plets. 

Les produits de la putrefaction dans les ceufs sont de deux sortes : 
les gaz qui 8*6chappent par les pores de la coquille, les elements qui 
restent dans Toeuf. 

(a). Gaz. — Un (Buf li coque mince, de poule par exemple, laissant 
perdre au dehors les gaz de la putrefaction, k mesure qu'ils se produi- 
sent, ne permet gufere d'analyser ces gaz, k moins qu'on ne recueille 
ceux qui sont contenus dans la chambre k air; mais alors ils sont en 
petite quantity, et de plus il est impossible d'en faire Tetude k plu- 
sieurs periodes de Talt^ration. 

L'oeuf d'autruche, au contraire, est extrSmement commode pour cet 
objet. Son volume ^tant considerable, il se produit k chaque instant 
une grande quantite de gaz; la coquille ^tant epaisse et r^sistante, ce 
gaz s'y accumule comme dans un ballon et, k cause de la faible porosite 
des parois, il y atteint une pression considerable. Si done, k un mo- 
ment doon6, on fait une ouverture k la coque et si Ton fixe dans le trou 
Textremite d'un tub^e abducteur, ce qui est facile, grace a Tepaisseur de 
la coquille, qui atteint jusqu'k i,5 et 2 millimetres, on pourra conduire 
le gaz produit dans une eprouvette et Tanalyser. On pourra meme, en 
laissant le tube abducteur, prolonger Texperience et le recueillir pen- 
dant toute la duree de la putrefaction k mesure qu'il se forme. 

Pour percer la coque des oeufs d'autrucbe d'un trou circulaire, sans 
perdre du gazcontenu dans la chambre k air, et sans que Tair exterieur 
se melange k lui, j'ai fait construire un appareil a forer que j'emploie 
de la manifere suivante {*). 

Deux calottes spheriques en laiton A et B(P/. I.fig^ i), portant cha- 
cune quatre petits crochets, peuvent s'appliquer exactement sur les 
deux bouts de Tceuf, au moyen d'une lame interieure de caoutchouc 
eoduite de suif sur ses deux faces. On place les crochets en regard et on 



(*) Get appareil a M constroit par M. Golaz. 



RECHERGHES SUE LE8 ALTl^RATIONS SPONTAI7EES DE8 OEUFS. 2^3 

les relie deux li deux, trfes-fortement, k Taide d'une bonne ficelle. De 
la sorte, il nepeut passer aucun gaz entre lacoquille et le caoutchouc. 

La calotte superieure B est munie d'une douille C, ou s'engage k 
frottement, dans une boite a cuir, un foret a fraise tres-pointue, qu'on 
peut mettre en mouvement k Taide d*une poulie et d'un archet. La 
boite k cuir n'occupe qu'une partie de la douille, de sorte qu'a la 
partie inf^rieure la pointe du foret se meut dans une sorte de chambre 
trfes-^troite. Un tube lateral E met cette chambre en communication 
avec un tube de verre et permet aux gaz qui y sont contenus de passer 
sous une 6prouvelte reposant sur la cuve a mercure. Cette chambre oc- 
cupe d*ailleurs le plus petit espace possible. 

Gela pose, si Ton fait tourner le foret, la pointe de la fraise attaque 
la coquille et y fait un trou d'autant plus large qu*on tourne plus long- 
temps. Si Ton a applique la calotte a foret sur le gros bout, ou se 
trouve d'ordinaire la chambre k air, on entend bientdt un petit sifOe- 
ment qui annonce que le gaz int^rieur s'echappc, et on le recueille 
dans r^prouvette, aprbs en avoir perdu les premieres bulles, qui conte- 
naient de I'air etranger. Quand toutTexcfes de gaz est sorti, on defait 
Tappareil, etTon adaptedans le trou obtenu un tube abducteur fin, en- 
toure de caoutchouc; les gaz qui se produiront par la suite se rendront 
d'eux-memes sous une eprouvette disposee a cet efiet. On n'a pas h, 
craindre de fuite, car, Torifice ^tant bien circulaire, le caoutchouc le 
ferme tr^s-exactement. 

Yoici, par exemple, Fanalyse du gaz extrait, avec cette disposition, 
d'un (Buf d'autruche en pleine putrefaction (*) : 

Quantite totale de gaz recueilli, i5o centimetres cubes : 

Hydrogine sulfur^ traces. 

Acide carbonique 3o,5 

Hydrog^ne 4o>a 

Azote 29,3 

100,0 



( ' ) M. B^champ a public, dans les Comptes rendus de VAcadimie des Sciences, t. LXVII, 
p. 5^3; 1868, les r^sultats de deux analyses faites sur des OBufs d'autruche alt^r^, mais 
qui, conune il le dit lui-mdme, ne pr^sentaient les caract^res ni des oeufs pourris ordinaires, 
ni des mati^res animales putr^fi^es. II est done probable que les oeufs dont il s'agit avaient 
subi une fermentation diff<6rente de la putrefaction; d^s lors il n'y a pas lieu d*en parlor ici. 
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L'hydrogene sulfur^ etait en tres-petite quantity, car le volume du 
gaz analyse n'a pas diminue d*une fa(;on sensible, apres rintroduction 
dans I'eprouvette d'une dissolution aeide d'acelate de plomb. Cepen- 
dant sa presence etait manifestee par I'odeur, par le leger trouble noir 
de la dissolution precedente et par la coloration foncee que prenait un 
papier impregne d'ac^tate de plomb. 

On remarquera la grande quantity d'azote; d'apres Tanalyse prece- 
dente, elle est de 44 centimetres cubes dans les i5o centimetres cubes 
de gaz recueilli. Les analyses suivantes, faites avec des oeufs de poule, 
montrent que Tazote est au contraire peu abondant dans les gajs de la 
putrefaction; il est done probable que Toeuf d'autruche dont il s'agit 
s^est altere lorsque sa chambre a air 6tait grande, et que I'azote obtenu 
provient pour ia principale part de Tair contenu dans cette chambre {*). 

Ne pouvant op^rer avec les oeufs de poule comme avec les oeufs d'au- 
truche, j'ai plac6 ceux-lk soit dans une atmosphere limit^e, soit dans 
une 6prouvette pleine de mercure; dans le premier cas, il faut tenir 
compte de Tair ext^rieur. Dans ces conditions, j'ai toujours obtenu le 
mSme r^sultat general : Toxygbne disparait; il se forme de I'acide car- 
bonique et de rhydrog^ne en grande quantite et de rhydrogfene 
sulfure en petite proportion; quant k I'azote, il est toujours aussi pea 
abondant. 

Voici, par exemple, quelques experiences : 

OEufs dans un air conjini. — Deux lubes contenani des oeufs ont et^ ferm^s 
en d6cembre 1872 et ouverts en novembre 1873. La composition du melange 
gazeux au jour de Touverture est : 

N« 1. N« 2. 

HS 3 HS 4 

CO' 59 00» 57 

Az-4-H 38 A24-H 39 

100 100 



(' ) S*il en est ainsi et si Ton suppose que la perte par les pores a ^t^ assez faible pour 
6tre n^ligeable, on volt que la capacity de la chambre k air ^tait de 55 centimetres cubes 
environ an moment oii la putrefaction s'est d^lar^e. Or le volume du gaz recueilli est de 
i5o centimetre cubes, le volume du gaz restant 55 ou k peu pr^s 5o centimetres cubes ; 
done la pression, avant qu*on eiiX perc^ la coque, devait etre environ de 4 atmospheres. Ce 
dernier nombre est sans doute un peu trop fort, mais il montre cependant que la tension 
dans un oeuf d'autruche peut devenir consick&rable. 
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Ces deux oeufs ne diff^raient qu'en ce que, au n^ % on avail ajout6 un peu 
d'eau. 

OEufs sans air, sous le mercure. — i^ J*ai mis un oeuf non agite dans une 
eprouvette pleine de mercure i la temperature de aS degres en moyenne. Le 
niveau s*est abaisse lentement, puis est reste stationnaire. Au bout de quatre 
mois et demi, j'ai mis fin k inexperience. 

L'cBufy en pleine putrefaction, exhalait i'odeur la plus repoussanle. Le gaz 
recueilli avait un volume de lo^S, dont suit la composition : 

En centi^mes. 

HS. traces. » 

CO' 7,2 67 

H a,6 24 

Az 1 ,0 9 

10,8 100 

2** Le 24 d6cembre 1872, j'ai mis a Tetuve un oeuf non agite dans une eprou- 
vette pleine de mercure. Le niveau s'est abaiss^, et j'ai recueilli le gaz a deux 
periodes differentes de la putrefaction, en ^vitant d'exposer Toeuf ^ Fair exte- 
rieur pendant la manipulation. 

Premiere prise de gaz, le 24 f^vrier 1873, c'est-Ji-dire apr^s deux mois. 

Volume total recueilli : 5i centimetres cubes, dont suit la composition : 

En centidmes. 

HS traces. » 

CO' 26,5 52 

H 20,4 4^ 

Az... 4,1 8 

5i,o 100 

Deuxi^me prise de gaz, le 3 mai 1873, c'est-a-dire deux mois et demi apr^s 
la premiere. 
Volume total recueilli : 18 centimetres cubes, ainsi composes : 

En centi^mes. 

HS traces. » 

CO' 10,6 59 

H 7,0 39 

Az 0,4 2 

18,0 100 

Annates de l*£coU Normale, a* S^rie. Tome IV. 29 
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3* Le 6 mai 1873, mis un cBaf non feconde, aossitdt apres la ponte, dans les 
memes conditions que plus haul. II j a eu un premier degagement de gaz qui 
a £ut baisser le niyeau du mercure de quelques centimetres seulement; le 
niveau, reste ensuite stationnaire pendant quelques semaines, a continue a 
s*abaisser de nouveau pendant plusieurs mois. Au moment, ou j'ai mis fin a 
Texperience, le 28 septembre 1874* 'e mercure etait depuis loogtemps au 
meme point. 

Gaz total recueilli, 86^,4* ^^^^ composes : 

HS traces. • 

Ca- 67.9 78,7 

H 17,7 20,4 

Az 0,8 0,9 

86,4 100,0 

Ces divers exemples monlrent que la composilion du gaz produit 
pendant la putrefaction sans air est la meme, en general, que dans 
fair; seulement, dans le premier cas, la proportion d^hjdrogene sul- 
fure est presque insensible et sa presence n*est accusee que par Todeur 
et par la coloration noire du papier a acetate de plomb. Ge fait lient 
sans nul doute a la presence du mercure, avec lequel Thydrog^ne sul- 
fure forme du sulfure de mercure. Ce qui Tindiqne, G*est la presence a 
la surface du mercure d'une mince pellicule noire, dont Tepaisseor 
augmente a mesnre que la putrefaction se prolonge. 

La quantite totale d*azote est toujours tres-faible, et meme elle va en 
diminuant* comme le prouve Texperience u* 2. 

Tout Tazote recueilli est-il bien veritablement un produit de la pu- 
trefaction des ceufs? II est possible que la plus grande partie, sinon la 
totalite de ce gaz, provienne des gaz dissous dans Tcenf avant toute 
fermentation putride. Onsait, en effet, que Talbomine a la propriete de 
dissoudre les gaz de Fair : MM. Mathieu et Urbaun ont donni la com- 
position du gaz extrait du blanc d'cenf dans plusieurs experiences a 
Taide de la macbine pneomatique a mercure (*). lb ont trouve en 



(' ; Eb sapposant que le blaac d'aa ceof eatier coatieane la atee proportioB d'azole qae 
ralbaune ds eipmences de MM. Malhiea H Urbaia, conne le voluae d'aa onif de poale 
Tifie de So a 60 oeatiaKtnss ad»a. la qaaalil^ d'aaile en dHniation wierait de 1,9 a 
a,3cail 
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moyenne que too centimetres cubes d'albumine contenaient : 

Acide carbonique 66,8 

Oxygene 2,3 

Azote 3,8 

(6). Produits solides et Uquides. — Parmi les produits de la putre- 
faction qui restent a Tinterieur de I'oeuf, il en est quelques-uns que 
Ton pent s^parer par distillation : ce sont des produits alcooliques et 
des acides volatils. Malheureusement je les ai obtenus en trop petite 
quantity pour pouvoir les determiner. Ainsi ce n'est qu'k la troisifeme 
ou quatrieme distillation, en prenant k chaque operation le liquide 
condense de I'operation prec^dente, que j'ai vu se former, sur les pa- 
rois froides de la cornue, les gouttelettes huileuses caract^ristiques de 
substances alcooliques. Quant aux acides volatils, ils ont une forte 
odeur d'acide butyrique. 

En distillant la masse de Toeuf etendue d'eau en presence de la ma- 
gn^sie et condensant les produits qui se d^gagent dans de Teau addi- 
tionn^e d'acide chlorhydrique, puis faisant evaporer la liqueur, on oh- 
tient un melange de chlorhydrate d'ammoniaque et de chlorhydrate de 
trimethylamine; ces deux bases volatiles existent done dans les ceufs 
pourris comme dans tons les residus de putrefaction des matiferes albu- 
mineuses. Dans des experiences in^dites qu'il a bien voulu me commu- 
niquer, M. Duclaux a constate aussi la formation de la trimethylamine 
dans les oeufs pourris; elle ne Tavait pas encore kik dans ce cas parti- 
culier. Elle est plus abondante dans les oeufs pourris k Tabri de Tair 
que dans les autres.' 

Une partie de Talbumine se transforme en leucine et en tyrosine, 
comme dans la putrefaction de toutes les mati^res animales. La quan- 
tite formee est tres-faible ; d*ailleurs, suivant les auteurs, il en existe 
des traces dans les oeufs, comme dans le plasma sanguin, dans 
Turine, etc. 

La cholesterine du jaune cristallise quelquefois pendant la putre- 
faction des oeufs brouilies : j'ai observe trfes-nettement dans quelques 
cas les cristaux en tablettes rhomboidales qui la caracterisent. 

29. 
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La quantite de matiere grasse ne parait pas ?ajrier sensiblement dans 
la putrefaction ; car, a Taide de Tether, j'ai ob(enu a tres-peu pres les 
memes resultats qn'ayec des oeufs sains. Par le meme traitement, j'ai ea 
environ 4 grammes d'extrait ethere poor un oeaf sain et pour nn ceaf 
pourri de poids moyen. 

Le Sucre a disparu. 

En resume, la putrefaction dans les ceufs agit surtont sur les ma- 
tieres albuminoides et le sucre ; eile n'agit pas sensiblement sar les 
matieres grasses, et les produits qu'elle donne sont de meme nature 
que ceux qu'on obtient dans la putrefaction des matieres proteiques en 
general. 

3. Des organismes de la putrefaction dans les ceufs. Les observateurs 
qui n'ont signale qa'accidentellement la putrefaction dans les ceufs 
n'ont meme pas cherche pour la plupart quelle pouyait etre la cause 
de ce phenomene. J'ai dit que Reaumur, qui s'en etait beaucoup preoc- 
cupe, Tattribuait aux vapeurs du fumier dont il entourait ses fours 
a eclosion (*). M. Panceri,qui a bien plus etudie les moisissures que la 
putrefaction dans les oeufs, range les cryptogames au nombre des 
agents qui la determinenl (*); mais il ne signale pas quels peuvent 
etre les autres agents. Au contraire, M. Donne, comme on Ta tu dans 
rhistorique, ne trouye dans les ceufs pourris ni moisissures ni orga- 
nismes d'aucune espece, et M. Bechamp explique ce phenomene par 
Taction de granulations mobiles (microzymas), auxquelles il prete le 
role de ferments figures. Mes observations m*ont conduit a considerer 
la putrefaction des oeufs comme un phenomene physiologique, du, 
non point a des granulations mobiles, non point k des moisissures, 
mais bien a des organismes microscopiques de la famille des vi- 
brioniens (*). 



(') RiAUMum, loc, cii., p. aSj. 

(^) PA!fCEBf, De la coloration de I'albumine d*un ceufde pottle et des cryptogames qui 
croissent dans les ceufs {Atti della Societa italiana di Scienie naiurali, t.H; i860. Milan.) 

('} Paten, s'inspirant des travaux de M. Pasteor sur les fermentatioDS, explique ainsi les 
alt^lions spontanto des oeufs dans son Precis theorique et pratique des substances aU- 
mentatres, p. 234 : « L*air qui s'iatrodnil par les pores de la coqoille est une des causes or- 
dinaires des alterations lentes qu'^prouvent les orafs par suite de Tintroduction de traces de 
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PrenoDsuD oeuf qui pourrit, abandonne a lui-meme, ayant la coque 
parfaitement saine et continue. Si le blanc et le jaune ne sont pas me- 
langesy et si la putrefaction est tout au debut, nous avons vu que le 
blanc est verd^tre en partie ou en totalite. El bien, si nous examinons 
au microscope une goutte de ce blanc, nous y verrons une multitude 
de batonnets organises, de bacteries agiles. lis seront difficiles a dis- 
tinguer si le blanc est seul ; ils deviendront tres-visibles s'il est deiaye 
dans deux ou trois foisson volume d'eau. Dans le blanc, ces animalcules 
transparents sont presque invisibles, parce que Tindice de refraction 
de leur substance est a pen pres identiquement le meme que celui du 
milieu dans lequel ils nagent; en ajoutant de Teau, le milieu est 
modifie, son indice de refraction diminue, et alors les bacteries appa- 
raissent tres-nettement (*). 

Apres avoir vide I'oeuf, si nous examinons avec soin la surface interne 
de la membrane qui touche le blanc et Tenveloppe, nous trouverons 
presque toujours une ou plusieurs plages verdatres comme I'albumine; 
si, passant une baguette humide sur cette membrane, nous regardons 
au microscope la goutte d*eau de lavage, nous reconnaitrons les memes 
organismes que plus haut, agiles comme eux, et ayant un caractere de 
grande jeunesse. Ces plages sont evidemment les points de depart de 
la putrefaction ; ces organismes, qui out besoin d*air pour vivre et se 
multiplier, le puisent dans Tatmosphere a travers les pores de la coque, 
et, k mesure qu'ils se reproduisent, ils envahissent peu a peu toutes les 
parties de Toeuf. 

Les bacteries dont il s'agit sont nombreuses sur les parois interne et 
externe de la membrane interne de la coque; mais on les retrouve aussi 
sur les parois de la membrane externe, entre la coque et cette mem- 
brane. Pendant qu'elles se repandent dans tout le blanc, elles enva< 



germes d'animalcules ou de microphytes et d'un l^ger mouvement de fermentation. Lorsque 
la coquille a ^t^ accidentcllement bris^e sur un point, la membrane interne d^cbir^e et 
quelques cellules du blanc rompues, Talt^ration fait des progr^s d'autant plus rapides quo la 
temperature ext^rieure est plus ^lev^e; souvent alors une fermentation putridese prononce 
et le soufre, dans ce cas, s'unit ^ I'hydrog^ne de Teau en m^me temps que Toxyg^ne, de son 
c6t^, active la fermentation. » 

(*) On sait, d'ailleurs, que les liquides forlement r^fringents, tels que le s^rum, la lymphe, 
rendent comme le blanc d'oeuf les bacteries presque invisibles. 
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hissent aiussi ces membranes, qui sont bientdt verdatres dans toute 
leur etendue. Un moyen commode de les trouver toujours, k cette 
periode de la putrefaction et dans les suivantes, consiste a briser la 
coque au gros J)out, a ouvrir la chambre a air et a laver le plancher de 
cette chambre avec une goutte d'eau. L'observation microscopique de 
la goutte montrera to uj ours des bacteries en grand nombre, nombre 
d*ailieurs variable avec le degre de la putrefaction et le volume de la 
goutte d'eau de lavage. 

II est encore un moyen commode d'observer les organismes des oeufs 
pourris : c'est de dechirer un fragment de membrane et de le mettre 
avec un peu d'eau sur la preparation. On voit alors les petits batonnets 
qui etaient retenus dans les maiiles de la membrane se degager et se 
repandre dans Teau, oil ils nagent en tres-grande abondance. 

Enfin, lorsqu'on ne veut que constater la presence de ces etres, sans 
explorer les diverses regions de Toeuf, il sufBt de faire un vide partiel 
au-dessus de la coque; les gaz de I'interieur, en se dilatant, chassent 
devant eux un liquide spumeux, toujours riche en bacteries, qu'il est 
trfes-facile d*y observer par I'addition d'un peu d'eau. Ce precede est 
souvent precieux, car il. eloigne de I'operateur i'odeur si desagreable 
qui s'exhale d'un oeuf pourri qu'on brise pour Touvrir. 

Quand Toeuf a ete vivement secou^ pour en m^Ianger le blanc et le 
jaune, le plancher de la chambre k air a et^ rompu; il faut alors cher- 
cher ailleurs les organismes microscopiques : on les trouve d'une ma- 
niere certaine entre la coque et la membrane. 

II faut plus d'attention pour reconnaitre les organismes qui nagent 
dans la masse interne, surtout quand la putrefaction est avanc^e; car, 
meme en ajoutant de I'eau, ils disparaissent pour ainsi dire au milieu 
des granulations de toutes sortes, des gouttelettes huileuses, des cris- 
taux qui sont repandus dans la preparation. On se d^barrasse en grande 
partie de ces corps etrangers en ajoutant une goutte d'une dissolution 
etendue de potasse qui nettoie le champ et augmente singuli^rement 
la visibilite des etres microscopiques que Ton recherche. II est vrai que 
leur mouvement propre est detruit; mais, quand une observation avec 
la potasse a permis de les voir, de les mesurer, il devient beaucoup 
plus facile de les retrouver dans une preparation faite avec Teau seule; 
on pent alors tres-bien constater leur immobilite ou la nature de leurs 
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mouvements. L'acide acetique est souvent d'un emploi commode pour 
le meme but. 

La remarque precedente, vraie surtout pour les oeufs brouiil^s, s*ap- 
plique aussi aux oeufs noo brouilles, quand la putrefaction est assez 
avanc^e pour que le jaune ait commence k se desagreger a la surface 
et a perdre des debris qui troublent le blanc; mais^dans ce cas, le plan- 
cher de la chambre a air sert toujours tres-utilement. 

Les grossissements les plus convenables pour les observations varient 
de 4oo a 5oo diam^tres. 

Maintenant que nous savons oil trouver ces organismes et comment 
les observer en toute circonstance, voyons quels sont ceux que Ton 
rencontre le plus ordinairement dans les oeufs pourris. 

Avant d'aborder cette etude, il conviendrait peut-etre de faire choix 
de la meiileure classification de ces petits etres microscopiques et de 
discuter pour cela celles que les savants les plus autorises, Ehren- 
berg (*), Dujardin (^), Ferd. Cohn (•) ont proposees; mais lesdonnees 
actuelles de la science sur ce sujet paraissent trop incompletes pour 
qu'on puisse dhs maintenant arreter une classification definitive. La 
difBculte reside surtout dans la mauvaise determination des caracteres, 
dans Tignorance des diverses formes d'une meme espece et de son role 
physiologique. II est permis de croire qu'avec les nouveaux moyens 
de preparation des milieux, d'ensemencement et de culture que 
M. Pasteur a fait connaitre dans ces derni^res annees (^), et dont il a 
tire si beureusement parti pour I'etude de la levure de hihre pure, il 
sera facile desormais d'isoler chaque espbce, de la voir se d^velopper 
seule, se multiplier, se transformer s'il y a lieu. II deviendra alors 
non moins facile de rechercher, comme I'a fait avec tant de succ^s 
M. Raulin pour V Aspergillus niger{*)f le milieu artificiel compost de 
substances chimiques definies le plus propre a la vie de ces petits etres. 
Alors seulement on pourra determiner avec precision les reactions 
qui se produisent dans les milieux oil ils puisent les elements de 

(') Ehrenberg, Infusionsthierschen; i838. 

(') Dujardin, Histoire naturelle des Zoophytes, Infusoires; 1841. 

(*) Fbrd. Cohn, Recherches sur les bactiries; 1872. 

(*) Pasteur, Comptes Yendus de VAcademie des Sciences; 1872-1874. 

(*) RauuN) £tudes chimiques sur la vdgdtation; 1870. 
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leur vie et de leur multiplication. La connaissance exacte de leurs 
formes, de leurs modes de developpement et de reproduction, de leur 
role physiologique, permettra enfin d'etablir leur classification natu- 
relle. 

J*ai pris la classification de Dujardin, parce qu*elle est la plus simple 
et qu'elle m'a toujours suffi dans mes observations. 

La famille des Vibrioniens est, d'apres Dujardin, composee d'ani- 
maux filiformes, extremement minces, sans organisation appreciable, 
sans organes locomoteurs visibles. Elle se divise en trois genres : 

BacUries : corps filiforme, roide; mouvement vacillant, non ondulatoire. 

Fibrions : corps filiforme, susceptible d'un mouvement ondulatoire comme 
un serpent. 

Spirillums : corps filiforme, contoume en helice, non extensible, quoique 
contractile, tournant autour de son axe. 

Consid^rons d'abord le cas d'un oeuf qui s'est putrefie dans Tair 
ordinaire, qu'il ait ete prealablement agite ou non. La nature des 
organismes qu'il contient varie avec la p^riode de la putrefaction. 

Au debut, ce sont de petits batonnets de forme cylindrique, isoles 
ou par couples, plus rarement en chapelets, dont la teinte homogene 
et pale, les contours peu accentu^s prouvent une grande jeunesse; ce 
fait est confirme par I'examen attentif des articles doubles, dans les- 
quels on distingue, en efiet, tantdt un leger 6tranglement, tantot une 
division plus profonde, presque la separation des deux etres nouveaux; 
les articles plus ages, ou qui vivent genes dans un milieu incomplete 
ont une teinte jaunatre et des contours accentues, fortement refrin- 
gents, noirs, qui ne permettent pas de les confondre avec les jeunes 
dont je viens de parler. Ces jeunes organismes ont besoin d'air pour 
vivre, ce qui resulte de la place meme qu'ils occupent de preference 
dans I'oeuf en voie de putrefaction, c'est-a-dire entre la coque et la 
membrane et sur les parois de la chambre k air. G'est aussi ce que j'ai 
pu verifier mainles fois, avec une nettete vraiment remarquable, dans 
les preparations ou je les observais. Dfes qu'on a depos^ la lamelle sur 
la goutte de liquide, on voit ces organismes se mouvoir dans tons les 
sens avec une incroyable rapidite; puis ieur mouvement se ralentit, 
cesse, et les batonnets se tassent> se juxtaposent en series paral- 
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leles (^). Cest la ce qui se passe au milieu de la preparation/ loin des 
bords de la lamelle. Sur les bords au contraire, ou mieux encore dans le 
voisinage des bulles d'air, lorsqu'il s'en trouve dans la preparation, on 
constate que le mouvement continue avec toute Tagilite primitive. Les 
premiers organismes conservent leur mouvement jusqu'k ce qu'ils 
aient absorbs tout I'air dissous dans le liquide; les derniers ne le per- 
dent pas, parce qu'ils ont k chaque instant Tair qui leur est neces- 
saire. L'explication precedente est si vraie, comme I'a indiqu6 depuis 
longtemps M. Pasteur, que, lorsqu'on soulfeve la lamelle pour per- 
mettre la dissolution dans le liquide d'une nouvelle quantite d'air, les 
batonnets, momentanement paralyses, reprennent toute leur agilite, 
pour la reperdre encore si on les emprisonne de nouveau en laissant 
retoml)er la petite lame de verre. 

Les batonnets dont je parle sont droits, inflexibles; ils decrivent 
tantot des lignes droites, tantotde grands arcs de courbe; ou bien ils 
vont, viennent, courent dans tons les sens et changent brusquement 
de direction; quelquefois ils s'arrStent et semblent h^siter a se mettre 
en mouvement, oscillent un peu sur eux-m6mes, puis partent avec la 
rapidite d'un trait; s'ils rencontrent un obstacle, un globule gras, un 
debris amorpbe tres-tenu, ils le beurtent ou le culbutent^ souvent sans 
modifier leur marche; on en voit qui se fixent k de fines granulations 
et les entrainent dans tons leurs mouvements; d'autres tournent autour 
de ces corpuscules Strangers, se precipitent dessus, puis reculent et 
s'y precipitent de nouveau, comme sur une proie. Tons ces mouve- 
ments vacillants, non ondulatoires, avec la rigidite des individus, ca- 
ract^risent les hactines. Ce sont done des bacteries qui se montrent 
tout d'abord dans la putrefaction des oeufs. 
J'en ai observe deux formes qui paraissent distinctes : 
La premiere et la plus commune est formee d'articles dont la lon- 
gueur varie de 2 k 4 milli^mes de millimetre, et la largeur de [o,3 k 



(') MM. Coze et Feltz ont souvent obgervS le mdme fait. Ils appellent zone immobile le 
groupement de Mtonnels parfaitement siluds dans un mdme plan et dont Tensembie apparalt 
d*un coup d^oeil ^ Tobservateur. L'examen de cette zone prend, dans leurs Eludes sur les 
maladies infectieuses, une grande importance, car elle varie d'une maladie k Tautre, et son 
aspect paralt li6 k la nature de la maladie ( Recherches sur les maladies infect ieuses, p. 27 
eti48.) 

AnnaUs de I'icole Normale. a« S^rie. Tome IV. 3o 
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0,5 millifemes de millimetre {*). C'est I'espfece Bacterium termo, iresr 
commune dans toutes les infusions {fig. 7). J'ai eu des oeufs oil 
tous les individus etaient mobiles; d'autres oil une parlie seulement 
etaient mobiles; d'autres enfin plus rares, oil presque tous Etaient 
immobiles. L'^tat de repos ou de mouvement, qui pent avoir beaucoup 
de causes, infiuence de Tair, du milieu, de I'age, ne me parait pas, 
du moins en general, sufiBre pour difierencier des esp^ces; aussi ai-je 
compris sous le meme nom des individus mobiles ou immobiles, qui 
avaient meme forme g^n^rale, memes dimensions moyennes, et dont 
les articles, en se d^placant, conservaient la meme rigidite. 

La seconde forme de bacteries que j'ai observee est une bacterie 
beaucoup plus petite que les precedentes, ayant d'ailleurs le meme 
mode de mouvemeut, mais dont la longueur atteint k peine ifx et la 
largeur o,!ifx {fig. 8). Ces organismes sont tellement petits, que 
s'ils n'^taient nombreux et animus d'un mouvemeut tres-rapide, on 
pourrait trfes-bien ou ne pas les remarquer ou les confondre avec des 
ponctuations amorphes. Quand ils ont cess6 de se mouvoir par priva- 
tion d'air, ils se mettent aussi en rang^es paralleles tres-serr^es. On 
pourrait admettre que ces bacteries sont des articles de B. termo trbs- 
courts, qui, vivant p^niblement, se d6veIoppent moins et se divisent 
plus tot; mais, comma ils ont un aspect de grande jeunesse, qu'ils ont 
des mouvements tr^s-rapides, je crois qu'on pent les considerer comme 
une espfece diff^rente du B. termo. Je les ai observes surtout dans des 
oeufs de dinde achetes pourris k la Halle. 

J*ai rencontre dans des oeufs pourris quelques autres bacteries en fils 
tres-longs, trfes-greles, des chapelets d'articles ou de grains extr^me- 
ment petits {fig. 9 et 10); mais je ne les ai aper^us que trfes-rarement. 

Les bacteries que je viens de d6crire, ayant besoin d'oxyg^ne pour 
vivre, devront se trouver plus abondantes dans les parties de Toeuf les 
plus voisines de Tair.C'est ce que I'experience confirme compl^tement. 

Pour faire la comparaison, j*ai employe une metbode qui a et6 indi- 
quee par M. Pasteur dans ses Etudes sur les vers a sole ('), et qui suffit 
pour donner des rapports approches. Elle consiste k faire des prepara- 



(*) Je me servirai souvent, pour simplifier, de la lettre fi, qu'on emploie g^n^ralement 
pour repr^nier cetie unil^. 

(') Pastbub, Mtudes sur les maladies des vers h sole, 1. 1, p. 63. 
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tions egalemeot ^lendues, du moins autant que possible^ et k compter 
le nombredes organismes diss^mines dans un champ. Quand le nombre 
est grand, on compte sealement ceux d'un quadrant, et Ton muitiplie 
le resultat per 4* Ici j'ai compare une goutte d'eau de lavage de la 
membrane avec le nieme volume de liquide int^rieur etendu de moitie 
avec de Teau. Bien que la preparation dans ce dernier cas fut plus 
charg^e de matiferes que I'eau de lavage, les tableaux suivants montrent 
combien les bacteries sont plus abondantes dans le voisinage de Tair 
que dans la mac^se interne : 

OEufs d 25 degris, du a3 Janvier au 27 fivrier 1873. 

Entre ooque 
N<>' et membrane. Interieur. 

1 5oo D 

2 4^0 10 

3 400 D 

4 1 000 5 

5 200 20 

6 600 6 

OEufs d 25 degrisp du 27 Janvier au \*' mars 1873. 

Entre coque 
N<" et membrane. Int^ieur. 

1 100 20 

2 200 I o 

3 100 5o 

4 5o 20 

5 Soo 5o 

6 600 2 it 3 

Ces exemples, que je pourrais multiplier, prouventbien la proposition 
que j'ai emise plus haul. J'ajouterai que la proportion des bacteries 
mobiles est aussi plus grande sur les membranes que dans la masse in- 
terieure. 

A mesure que la putrefaction de Toeuf avance, on remarque que de 

nouveaux organismes apparaissent dans I'interieur; au milieu des 

bacteries que nous venonsde decrire,on voit des batonnets plus larges 

et plus longs, dont la longueur varie de 2 a 8|x, et la largeur de o, 8 

k i/x {fig. 11). Tandis que les bacteries de la surface ont une teinte 

uniforme, ceux-lk presentent quelquefois de fines granulations; au 

3o. 
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lieu de coorir d*QQ mouvemeDt rapide, ils s*avancent leotement en 
s'lnflechissant et en decriyant des courbes flexueuses ; il en est qui 
son! articul^, et Ton voit quelquefois les articles osciller viyement 
Pun et Fautre autour de leur point de jonction, comme s'ils faisaient 
des efforts pour rompre le lien qui les unit. 

A ces caracteres on reconnait des vibrions ; ils partagent avec le 
vibrion butjrique de M. Pasteur, et ceux qui sont correlalifs de la 
putrefaction veritable (*), la propriete singuliere de vivre sans oxygene 
libre et d'etre tues, ou tout au moins frappes d*immobilite, lorsqu'on 
les expose pendant quelque temps a Faction de ce gaz. En effet, leurs 
mouyements ondulatoires ne sont pas visibles aussitot apres le depdt 
de la lamellesur lagoutte; ce n'est qu'un pen plus tard, lorsque Foxy- 
gene de Fair dissous dans le liquide est absorbe, qu'on voit ces ba- 
lonnets, jusque-lk immobiles, s*ebranler, osciller faiblement, puis, 
apres quelques moments d'hesitation , partir doucement pour conti- 
nuer a se mouvoir aussi longtemps qu'on ne les paralyse pas par Fae- 
ces d*une nouvelle quantile d'air. 

Dans un oeuf pourri depuis longtemps, on ne trouve plus guere que 
des vibrions a Finterieur, comme si les bacteries en avaient ete cbassees, 
soil par la presence de ces nouveiux etres» soit par Fabsence de gaz oxy- 
gene dissous; mais,dans cette demiere periode, les vibrions deviennent 
difficiles a distinguer, et noos allons bientot en connaitre la cause. Si 
Fon examine alors le contenu de Fceuf et qu*on n'ait pas une grande 
habitude de ces obserYations, on pourra ne rien voir d'organise et etre 
par suite tente de nier la presence d'organismes microscopiques. 

Ainsi, pour resumer ce qui precede, quand un oeuf brouiUe ou 
non se putrefie dans Fair ordinaire, il presente deux genres* d'infii- 
soires tres-distincts par leurs formes et leors mouvemenls, et surtout 
par leur rdle vis-Si-vis de Foxygene libre : bacteries )i la surface des 
membranes, tout pres de Fair ; vibrions loin de Foxygene, au centre. 

Le fait precedent s'observe dans tons les oeufs a coque mince, tels 
que ceux de poule, de cane, de dinde, de pigeon. S*il est general, les 
bacteries devront se multiplier de preference dans tons les cas ou Fair 



(*) VisnK%,Rtckertkes smr UipmiFrfaetiim[Compirs rtmdms de 
t. L¥l, ateoe ds a9Jiiiai863]. 
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aura un libre accis, et les vibrioDs apparaitront, au contraire, dans les 
cas oil Toxyg^ne sera eloign^ des matieres en putrefaction. Cela est 
confirme par plusieurs observations. 

i<* Au mois de juin dernier, j'ai abandonn6 k la temperature ordinaire, dans 
un flacon ouvert, six blancs d'ceuf, dont j*avais s^par^ les jaunes pour une 
autre experience; bient6t i'aibumine s'est fluidifl6e, puis elle a pris la belle 
teinte verte que j'ai signalee, et. degage une odeur leg^rement putride. Exa- 
minee k ce moment, elle contenait une multitude de bacteries agiles, identiques 
au B. termo, visibles surtout apr^s I'addilion d'une petite quantit6 d'eau. 

^^ J'ai eu souvent I'occasion de trouver, parmi ceux que j'ai acbetes pour 
mes experiences, des ceufs dont la coque etaitiegerementfendue; j'en ai moi- 
mftme fendu plusieurs fois. Ces oBufs mis k Tetuye ne se sont pas toujours 
pourris, mais j'ai toujours constate que» dans ceux qui etaient entres en pu- 
trefaction, les organismes microscopiques etaient plus abondants sur les 
points de la membrane, immediatement au-dessous des fentes de la coque, 
que sur les autres points, et que ces organismes etaient des bacteries identiques 
au B. termo. 

Voilk pour les bacteries ; voici maintenant quelques exemples oil ies 
yibrions dominent : 

i^ Et d'al)ord, sans faire aucune experience, it suffit de considerer 
un oeuf d'autruche dont la coque, epaisse et compacte, laisse passer 
difficilement les gaz. Dfes que la petite quantite d'oxygfene qui peut se 
trouver dans la chambre k air aura ete absorbee, les elements du blanc 
et du jaune seront pour ainsi dire completement prives de ce gaz, 
puisque celui de Texterieur penbtre k peine k travers les pores. Dfes 
tors, si ces elements se putrefient, ils ne devront presenter que des vi- 
brions. Cest ce que j'ai constate sur quatre oeufs d'autruche pourris, que 
M. Ch. Riviere a bien voulu m'envoyer d'Algerie. Chacun de ces ceufs 
a ete ouvert avec Tappareil decrit plus haut,et une goutte de Tinterieur 
retiree avec une baguette de verre trfes-propre, puis deiayee dans un 
peu d'eau, a presente, dans tous, les memes organismes, au nombre de 
dix k vingt par champ ; c'etaient des vibrions immobiles de 4 k 6|x de 
longueur et de i/xde largeur, tres-legerement granuleux, et dont les 
articles s*inflechissaientsur eux-memes, lorsque par une legfere pression 
sur la lamelle on les faisait mouvoir dans la preparation. 

2^ On peut suppieer aux oeufs d'autruche, en pla^ant un oeuf k coque 
mince dans une atmosphere limitee, soit dans un gros tube ferme. 
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liqueurs qui contiennent ces animalcules k diff^rents ^ges, un yibrion 
passe par plusieurs formes successives dont celle que j'ai observ^e plus 
hautest la derniere; il represente d'abord un batonnet allonge, pale, a 
contours parallMes, puis les granulations apparaissent, se groupent 
en un ou deux points brillants, ovoides, a bords fortement r^fringents, 
qui nagent bient6t seuls dans le liquide ou vivaient ant^rieurement les 
jeunes organismes. II n'est pas rare de trouver k la fois le batonnet 
homog^ne, le point isole et toutes les formes intermediaires qui ac- 
cusent le passage de Tune k I'autre [fig. iti). 

3^ Ce sont encore des vibrions qui prennent naissance et se d^ve- 
loppent sous le mercure, soit qu'on laisse un pen d*air sous Teprou- 
vette, soit qu'on la remplisse completement. Seulement les bacteries, 
qui apparaissent toujours au debut de la putrefaction, sont plus nom- 
breuses dans le premier cas que dans le second. Elles ne tardent pas 
d'ailleurs a disparaitre. Plus tard on ne trouve que des vibrions, jeunes 
d'abord, puis granuleux et enfin transform^s en points brillants. 

4^ Enfin on pent eliminer meme Toxygfene de la cbambre k air et se 
placer dans les conditions les plus propres au developpement exclusif 
des vibrions. II suffit, par exemple, de placer des oeufs dans une atmo- 
sphere d'acide carbonique; en faisant passer un courant de ce gaz pen- 
dant quelques heures, on provoque la diffusii)n de Tair contenu dans 
Toeuf, et Ton en debarrasse celui-ci completement. 

Six oeufs places dans ces conditions, a ^5 degres, se sont pourris. 
Examines au microscope, ils ont tons montre des vibrions, depuis le 
batonnet long, k contours paralleles, jusqu'au point entoure d'une 
faible aureole. lis etaient tous mobiles. 

Les experiences qui precedent montrent bien que les vibrions sont 
les seuls agents de la putrefaction lorsque Tair ou plutdt Toxygfene est 
absent. II resulte de Ik qu'on pent classer les oeufs pourris en deux 
categories : les oeufs pourris k Fair, les oeufs pourris sans air. Au point 
de vue des organismes, ces deux sortes de putrefaction sont distinctes; 
elles le sont aussi au point de vue chimique, k en juger seulement par 
Todeur si differente qui en resulte et par Taction sur le papier de 

I® des chatnes de vibrions mobiles, sans points brillants; a° des vibrions avec corpuscules 
brillants ; V* des vibrions oii la mati^re qui environne les points brillants se r^orbe ; 4® des 
points brillants isol^ ressemblant assez aux corpuscules de la p^brine. 
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tournesol; on a dejk vu que les matieres decompos^es sont legerement 
acides k Tair, qu'eiles restent fortement alcalines sans air. 

D*apres cela, Toeuf qui pourrit a Tair est le siege de deux series de 
reactions. On peut concevoir que les reactions int^rieures, produites 
par les vibrions, sont celles qui caracterisent la veritable putrefaction, 
tandis que celles de la surface, delerminees par les bacteries, ne 
seraient que des oxydations ayant pour effet de modifier, peut-Stre de 
simplifier, les premieres. L'oeuf, dans ces conditions, parait realiser 
toutes les transformations qu'a observ^es M. Pasteur dans ses savantes 
Becherches sur la putrefaction, c Les vibrions, dit-il, d*une part, vivant 
sans la cooperation du gaz oxyg^ne de Tair, determinent dans Tinte- 
rieur du liquide des actes de fermentation, c'est-k-dire qu'ils trans- 
forment les maiiferes azot^es en produits plus simples, mais encore 
complexes. Les Bacterium (ou les Mucor...)^ d'autre part, comburent 
ces mSmes produits et les ramenent a Tetat des plus simples combinai- 
sons binaires, Teau, Tammoniaque et I'acide carbonique (^). > 

L'ensenible des observations que je viens de rapporter conduit k 
cette conclusion importante : 

La putrefaction dans les oeufs, en pb&ence ou en l*absence 
DE l'aib, est correlative DU dEveloppehbnt et de la multipli- 
cation d*£tres microsgopiques de la famillb des vibrioniens. 

En d'autres termes, contrairement au resultat trouve parM. Donn^, 
les oeufs ne font pas exception k la grande loi de correlation que 
M. Pasteur a d^montree pour tons les phenom^nes de fermentation 
proprement dite. 

Dans une Note recente (^), M. Bechamp affirme de nouveau que ni 
M. Donn^, ni lui, n'ont trouv^ dans les oeufs pourris ni bacteries, ni 
vibrions, ni moisissures, ni autre chose d'organis^. A cette affirmation 
je ne puis qu'opposer le resultat toujours constant de mes observations. 
Je naipas tromS une seule exception parmi phisieurs centaines (tceufs 
pourris que fai eu V occasion d' examiner; je suis done autorise k con- 

(*) Comptes rendus de rjcademie des Sciences, t. LVI, sdance du ag juin i863. 

(') Comptes rendus de I* Academic des Sciences, t. LXXVII, p. 61 3; 1878. La Note de 
M. B^hamp a M public di roccasion de deux Communications que j^ai eu Fbonneur de 
faire k TAcad^mie des Sciences sur les alt^ratioos spontan^es des oeufs, dans les stances du 
vj Janvier et du ai juillet 1873. 
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dure que ce r^sultat est general. Peut-etre mes savants contradicteurs 
n'ont-ils fait leurs etudes mieroscopiques que lorsque la putrefaction 
etait tr^s-avancee, alors que les organismes se desagregent; peut-clre 
encore n'ont-ils cherch^ ces derniers que dans le melange du blanc et 
du jaune, en n^gligeant la surface des membranes, ou ils sont plus 
abondants et plus faciles k voir, parce qu'ils ne sont pas confondus 
avec toutes les granulations de I'interieur. 

III. — Influence de quelques circonstances particuUeres sur V alteration 

putride des (Bufs. 

1. Influence du melange du blanc et du jaune. -- Dans ses re- 
cherches sur la putrefaction des oeufs, M. Donne avait pens6, en 
Tabsence d'organismes mieroscopiques, que Talteration qui carac- 
terise ce phenomene etait due a une reaction des elements du jaune 
sur ceux du blanc. Cette explication semblait corroboree par les fails 
observes par ce savant» k savoir, que tons les oeufs intacts, non agites> se 
conservaient sans putrefaction, tandisque tous les oeufs brouilles, dont 
le blanc et le jaune avaient ^te m^lang^s par Tagitation, se putrefiaient 
dans un court espace de temps, dans Tintervalle d'un mois au plus. Or 
j'ai trouve que la putrefaction des oeufs est correlative de la vie d*elres 
organises, et par suite qu'elle ne pent avoir pour cause unique Taction 
r^ciproque des elements melanges. II semble Ahs lors que Ton doit 
trouver des ceufs pourris aussi bien parmi les oeufs non agites que 
parmi les oeufs brouill^s, et que tous les oeufs brouill^s ne sont pas n^- 
cessairement le siege de la putrefaction. Mes observations ne laissent 
aucun doute k cet egard. Yoici les resultats de quelques experiences 
comparatives : 

i^ Le 21 novembre, j'ai mis k la temperature deSodegres, dans un flacon k 
large goulot, six oeufs entiers intacts et six oeufs fortement agites. L'examen 
a porte chaque fois sur un OBuf agite et sur un oeuf non agite. 

N<>' Date de rexamen. Agit^. Non agit^ 

1... 7 decembre. Putrefaction common* Sain; pas d'organismes. 

(ante, organismes. 

2..* i3 » Sain; pas d'organismes. Sain; pas d'organismes. 

3... 21 » Sain; pas d'organismes. Putride; organismes. 

jinnaies de Vicole Normale. »* S^rie. Tome IV. 3 1 



2^2 ULTSSE GATON. 

N«* Data do l*exainon. AgiU. Non agit^. 

4... 1 1 jnnvlor. . . Putride ; organismes. Sain; pas d'organismes. 
8... ai » Sain;pasd*organismes. Putride, bacteries, moisissures. 

6... 91 )> Point putride; pas de Point putride, pas de bact^ries; 

bactdries ; moisissures. moisissures. 



R6sum6 : 



3 pourris. ^ pourris* 

4 non pourris. 4 ^^^ pourris. 



a"" Le a8 d^cembre, j*ai mis k a5 degr^s douze OBufs agit^ et douze ceafs 
non agiti^s : les oxamens ont 6x6 faits k des ^poques variables, en prenant 
chaquo fois los CDufs qui paraissaient les plus alteres; voici ie resuitat : 

QEufs agitis. 

»•• 

1 i3 Janvier Putride; organismes. 

a Id Id. Id. 

3 Id Id. Id. 

4 Id Id. Id. 

S i5 Janvier Id. Id. 

6 1 8 Janvier Putrefaction commen^nte; organismes. 

7 a8 Janvier Putride ; organismes. 

8 tK^mars Sain au mirtge. 

9 Id Id. 

10 Id Id. 

11 Id Putride; organismes. 

li Id Id. Id. 



fs mom agiify. 

I i6 Janvier Putride ; organismes. 

Jl Id Stio; pasd*organismes. 

a Id Id. Id. 

4 Id« Putride; orgftoismes. 

5 i^ fevrier Id. Id. 

6 36 mar^. Id. Id. 

7 Id Sain; pas d*organismes. 

8 R 

» Id. 

to 39 

tl Id, 

« id. 



Id. 


Id. 


Id. 


Id. 


Id. 


Id. 


Id. 


U. 


r«tride;oi| 


[fjl^hia 
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Les trois ceufs agit^s n"^* 1, 2 et 3 se sont fendiis a Tetuve. 

Les trois oeufs agit6s n®* 8, 9 et 10, abandonn^s a la temperature ext^rieure 
jusqu'au i8 d^cembre, ont traverse sans s'aU^rer les chaleurs les plus fortes de 
V6i6; k cette date pas d'organismes. 

En resume, et en tenant compte des ceufs fendus, on a dans rexp^rience 
pr6c6dente i 

(XEufs agiiis. OEufs non agitis. 

9 pourris. 5 pourris. 

3 sains. 7 sains. 

Ces deux exemples sufBsent pour montrer : i® qu'il y a correlation 
entre la putrefaction et le developpement d'etres microscopiques; 
a® que des oeufs agites et brouill^s peuvent rester sans alteration pen- 
dant plusieurs mois; 3^ que des oeufs non agites peuvent se putrefier en 
quelques semaines; 4^ que la proportion des oeufs pourris dans les deux 
cas est extremement variable. 

Le tableau suivant, oil je resume les resultats de plusieurs series 
d' experiences 9 montrera combien est variable cette proportion. Le 
nombre des oeufs pourris est rapporte a cent oeufs mis en experience, 
afin de rendre la comparaison plus saisissante. Leur provenance est 
tres-diverse; les un$ ont ^te achet^s directement dans le commerce; 
d'autres ont ete recueillis dans mon laboratoire. 

OEufs agites OEufs non agiWs 

MO* Dates des experiences. pourris. pourris. 

1... S^rie du 21 novembre 1872... 33 pour 100 33 pour 100 

2. . . » du 26 d6cembre 33 » o » 

3... D du a8 decembre 76 » 4^ » 

4... » du 28 decembre i4 » 37 » 

5... » du 17 Janvier 1873 60 » 75 » 

6. . . » du ai Janvier 100 » 8 w 

7 . . . du 21 Janvier o » 25 » 

8... n du 27 Janvier 100 » 33 » 

Totaux 4»5 » " 253 » 

Hoyennes (*}. . . 52 » 32 » 



(') Ces moyennes sont bien sup^rieures k la proportion des ceufs pourris qu'on trouve 
dans le commerce. D'aprte les renseignements de la Prefecture de police, que j'ai consign^ 
p. 206, cette proportion est en effet de i sur 410, mais il ne faut pas s'en ^tonner, car dans 
mee experiences les oeufs ont ^Ik mis k une temperature qui s'est maintenue k 25 degrte 
environ pendant plusieurs semaines et mdme plusieurs mois. 

3i. 
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Ainsit quelle qae soil Fepoque a laquelle on fait rexperience» quels 
que soieul les a'ufs sur lesquels on op^re, Tagitation de leurs elements 
ne provoque pas nocossairement leur putrefaction, et leur integrite ne 
les piH^serve pas de telle alteration. 

Ce qu'il importe surloul de reroarquer, c*est que la proportion des 
anif^ pourris prend pour ainsi dire toutes les valeurs depuis o jus- 
qu'^ ioi>, qu'ib aient el^ ou non prealablement brouilles. U ressort 
encore de oo tableau que la nioyenne des oeufs pourris est plus conside- 
rable lor^que lo blanc et le jaune ont ete melanges que lorsqu*ils sont 
resltb distincts. II seinble done que ce melange eonstitoe un milieu plus 
favorable au developpement des batteries et des Tibrions que le Mane 
ou le jaune tout seuK Gela risulte aussi du fait suivant. 

Loi^u^un tceuf non agit<& se pourrit^ j*ai deja dit que les dialanes se 
rompaient et que le Titellus se sooleTant venait s^appliquer sur la sem- 
brane interne au point le plus ^evi^. Le plandier de la chambre a air est 
Muxi^nt le lieu oik s« fonpaent de telles adh^nces. Dans toule la r^on 
eorre$;pondante^ le blane etle jaune se aaelangeant s^oSrent ensemble a la 
nutrition deis batteries qui $e meuToat dans les mailles s»tc« do phn- 
tber maiibraneux^ et il n'^esl pas rane de les troorer Hi ett pins graBde 
abondante que s«r les anlras f^e^ioas qpai ne Mnt ea eontael qn'^aiec le 
bbnt. Elles t fonnent q«dqneAKS nne comIm^ ^isse^ bonide el de 
^msi^tawe «inttla|!ineMei» exacteamil lunitee a la snr&ce de cMlad 
4iiviNlNts; les anti>es fiarues de la awmbrane teslent paii&iuaemt 
$Mies^ Getle |[rande flMlli|di<alion de batteries est asnruneBt Amt n 
la f^et<)Mt^ ;^nmltanee dn blanc et dn jamne^ denl le aelanfe OMstiiae 
iMi nailieii nnlrittf plias cMn|rfei q«e tlMvctan de ces eltanents jepartiL D 
fiMl OMK^evviir^ far eMi$eifM«t» f«e les ^lua w i^ feifanisBes q[ni 
eu$Mal 4a%s r««f.» CMune |e le nnnlrarai plvs leu, n m eiait de 
w^s^ TatiablN $e aMhifkBeM « 

<|«e 4a«s le MaM iMil :waL De flw,» Ta^ialiM a fevreift ie les £$^ 
^iMMMr liUia^ la massie et far :»i«f de ks^ ariler iniuneineBi mk ele- 
mMrtts^AMl^ 4mvmI » iiMmr. Dams r««f »M a^ie^ an twAraire, 
eia MftCkiik qfn^0lile fMtie de <« 

ilains les nNMlbmuies^ c^e$t4h^^ ae |inisBm 

fsns $ie Ae w l e ff e r ei fw^wf w r la fniivi<MtiM Jb^K^iestcasM^iepke- 
iMaite* « :Mnil <«iuaw^ 
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quent aussi pourquoi les oeufs agites qui se putrefient s'alterent en 
general plus vite que les oeufs non agites. 

L'observation suivante conduit a la mSme conclusion. En brisant un 
ceuf brouill^ aussit6taprbsragitation,ou en lefaisantcuireet le coupant 
ensuite en deux parts, on voit de nombreuses buUes d'air qui restent em- 
prisonnees dans la masse, et qui ne peuvent se degager k cause de la 
nature visqueuse du melange. II en risulte que les bacteries se develop- 
pent en presque tous les points et par suite que les modifications qu'elles 
determinent se produisent en meme temps dans tout le volume deToeuf. 
Je viens de montrer que le melange du blanc et du jaune n'entre pas 
de lui-mSme en putrefaction, malgre Tair qui filtre sans cesse k travers la 
coquille. Je puis en donner une autre demonstration facile kreproduire. 
On se rappelle les experiences decisives par lesquelles M. Pasteur a 
combattu victorieusement les theories de la generation spontanee : je 
veux parler de la disposition simple qui consiste a conserver, au con- 
tact de Fair pur, a Tabri de tous germes actifs, les liquides les plus alte- 
tables. M. Pasteur a fait connaitre, d^s i863, la conservation, dansces 
conditions, du sang et de Turine (^jy et en 1872 celle du moiit de 
raisin ('), tous liquides ^minemment putrescibles ou fermentesci- 
bles (' ). Tai reproduit la mSme experience avec le melange du blanc et 
du jaune d'oeuf, et aussi avec le blanc tout seul.Yoici comment j'opere. 
Le vase A (tube, fiole, ballon) [fig. 2), oil Ton veut recueillir les 
matiferes de I'oeuf, est ferme par un bouchon de liege ou de caout- 
chouc perce de deux trous. Le caoutchouc vaut mieux que le liege, 
parce qu'il est plus facile de porter k 100 degr^s dans Teau bouillante 
tous les points de sa surface. Dans Tun des trous du bouchon on place 
un tube de verre B, etire en forme de tube abducteur trfes-fin; dans 
Tautre trou, un tube de verre C recourbe une fois et etrangie en a. Ce 



( ' ) Pastbuh, Examen du rdle aitribuS au gaz oxygene atmosphirique dans la destruction 
des matieres animales ou vdgdtales apres la mort, ( Comptes rendus de VAcad^mie des 
Sciences, t. LVI, s^nce du ao avril i863.) 

(') Pasteur, Comptes rendus de VJcadSmie des Sciences, s^nce du 19 f^vrier 187a. 

(*) Des recherches r^entes faites par Burdon-Sanderson ( Thirteenth Report of the medi- 
cal Officer of the privy Council, p. 65), et par William Roberts [Philosophical Transact 
tions of the royal Society oj London, vol. CLXIV, part, a, p. 457; 1874) ont confirm^ et 
etendu les r^ullats trouv^s par M. Pasteur sur rinalt^rabilite des liquides organiques au 
contact de Tair priv6 de germes. 
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deroier est mis en relation, par un tube de caoutchouc, avec la branche 
laterale d'un trocart T. Ce trocart a deux robinets r et r\ pouvant 
tenir le vide, r qui est traverse par Taiguille a pointe fine, et r' qui 
etablit ou interrompt la communication du trocart avec le yase A. 
LViguille et la canule ou elle s'engage ont ete preparees de telle sorte 
que Tune soit dans Tautre comme un long piston, parfaitement dress^, 
et que I'air ne puisse pas se glisser entre les deux, meme lorsqu'on 
retire Faiguille au-dessus du robinet r (' )• 

Cela pose, pour faire une experience, on met un peu d'eau dans le 
yase A, on retire Taiguille et Ton ouyre les deux robinets r et r\ puis 
on fait bouillir. La yapeur d'eau quise forme, trouyantune issue plus 
facile par le tube G et la canule que par le tube effile B, s'echappe 
bientot par les deux extremites ouyertes de T, et tue tons les germes 
d'organismes qui auraient pu se trouyer dans cette partie de TappareiL 
Pendant qu'elle sort ainsi, on passe Taiguille dans la flamme d'une 
lampe k alcool, on Tintroduit dans la canule T et Ton ferme le ro- 
binet f\ la yapeur s'echappe alors par la seule issue qui lui reste, 
c'est-k-dire par le tube etire B, qu'elle porte a son tour a la tem- 
perature de loo degr^s, en detruisant les germes qui pouyaient exister 
sur sa surface int^rieure. Le yase et le tube B sont meme chauff§s k plus 
de loo degres, parce que, la yapeur eprouyant de la resistance a sortir 
par une pointe effil^e, Teau bout sous une pression un peu sup^rieure k 
la pression exterieure; apr^s un quart d'heure ou une demi-heure 
d'ebullition, on ferme a la lampe Textremite du tube B et Ton retire le 
feu. L'appareil refroidi a et^ ainsi purge d'air, et la pression int^rieure 
n'est plus gufere que celle de la vapeur d'eau a la temperature ambiante. 
II n'est pas necessaire de chasser toute I'eau par TebuUition ; ce liquide 
ne peut pas nuire ulterieurement. 

Supposons maintenant que Ton yeuille faire passer dans le yase A le 
melange du blanc et du jaune d'un oeuf. Aprfes ayoir fortement agite cet 
ceuf pour operer le melange, on passe la coque dans la flamme k alcool, 
et ayec une tige defer rougie au feu on perce la coquille d'un petit trou 
circulaire, dont le diametre soit egal a celui de la canule du trocart. II 
faut eyiter de descendre au-dessous de la coque, afin de.ne pas atteindre 



(') Ce trocart a 6t6 constniit par M. Collin. 
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les membranes et les carboniser; puis on introduit Textremite du tro- 
carty pass^e dans la flamme ^ alcool et refroidie, dans le petit trou qu'on 
vient de percer, de fa^on qu'elle plonge le plus possible dans le me- 
lange fluide. On retire ensuite Taiguille jusqu'au-dessus du robinet r, 
qu'on ferme aussitot, et Ton ouvre ie robinet r'. Le melange contenu 
dans Tceaf, pouss^ par la pression atmospherique, s'el^ve lentement dans 
la canule» dans le tube C, et descend dans le vase A> oti il se forme una 
mousse abondante due au d^gagement des gaz dissous. L*ouverture du 
trocart doit toujours baigner dans la mati^re pour ^viter une bru^ue 
rentree de Tair et peut-etre une alteration ulterieure. 

Quand il est passe la quantite voulue du melange, on ferme le ro- 
binet r\ et il ne reste plus qu'a retablir la pression par raccfes d'un 
air pur, prive de germes actifs. Dans ses experiences sur le sang et 
Turine, M. Pasteur faisait rentrer i'air pur aussitot apres Tebullition de 
Teau, et ne conservait dans ses ballons qu'une faible diminution de 
pression. Ici j'ai fait passer les matieres de Tceuf dans un vide presque 
complet, et introduit ensuite Tair pur, parce que le melange est yis- 
queux et passe beaucoup moins facilement que le sang et que Purine 
dans des tubes tres-^troits. 

Pour purifier I'air, j'ai mis la pointe efBlee du tube B en relation 
avec un tube fin d'argent, contourne en spirale et chauffe vers 4oo de- 
gr^s {fig. 3). En brisant la pointe, I'air est rentre en se depouillant 
de ses germes; la mousse est tombee aussitot. 

II reste k s^parer le vase A de toutes les autres parties de I'appareil. 
On enlfeve ais^ment le tube d'argent purificateur ; quant au trocart, on le 
detacbe en fermant le tube C en a avec le dard d'un cbalumeau. On a 
ainsi un vase dont I'interieur est en communication constante avec I'air 
atmospherique, par I'intermediaire du tube fin B {Jig. 4)- 

Lorsqu'on veut operer avec le blanc seul, et le recueillir sans rompre 
le jaune, il faut remarquer que le jaune tend toujours k s'elever le plus 
possible. II convient alors de redresser le trocart et de placer I'oeuf 
perce au-dessus. 

Yoici maintenant quelques-unes des experiences que j'ai faites, en 
operant comme je viens de I'indiquer : 

Experiences avec les cenfs brouilUs.Le lo fevrier 1878, j'ai mis des oeufs frais 
k r6tuve,afinde determiner I'^vaporaiion d'une pariie de I'eau et la production 
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d'un vide qui permit plus tard de les brouiller ais^ment par i'agitation. Le i4 
et le i5 mars, j*ai agite dix de ces oeufs qui paraissaient sains au mirage, et j'al 
oper^ sur cliacun d'eux, comme il a ete dit plus iiaut, en me servant de tubes 
ferm6s a une extr^mite pour recueillir le melange. L'aspect et I'odeur indi- 
quaient des ceufs sains, mais un peu vieux; Texamen microscopique a montre 
qu'ils ne contenaient point d'organismes. Les dix tubes ont 6x6 mis k I'^tuve. 
D^s le 17 mars, le liquide jaune rouge&tre contenu dans tous les tubes a 
commence it se separer en deux parties; au fond se sont tass6es lentement des 
granulations d'un jaune pile; par*dessus 6tait un liquide rougefttre et transpa^ 
rent. La couche transparente a augment^ tous les jours, et au bout d'un mois 
environ la separation ^tait complete ; rien ne s'est alt^r^. Get ^tat de conser- 
vation se maintient ind^finiment, car actuellement (novembre 1874) rien n'est 
change, ni a la limpidite ni k la couleur, dans les tubes qui restent encore. En 
ouvrant un tube, on constate que I'odeur de la mati^re est celle des oeufs vieux 
ordinaires; comme dans ces derniers, la masse est alcaline, coagulable par la 
chaleur, par I'alcool et par les acides; cuite, elle a le mfime goAt qu'un ceuf 
r^cemment brouille qu'on fait cuire en mSme temps. Au microscope, nul orga- 
nisme n'apparatt,*m6me apres I'addition d'eau. 

Ainsi, dans ces experiences, le melange est reste sain, malgr^ le con- 
tact de Tair, lequel pourtant s'est renouvele sans cesse, par suite des 
variations de temperature et de pression, mais en deposant sur les 
parois du tube ef16l6 tous les germes et particules solides qu'il pouvait 
contenir. Le volume d'air qui entre ainsi dans un vase est trfes-notable. 
M. Balard a calculi que dans un ballon contenant 200 centimetres 
cubes d*air, en supposant que la temperature varie de 10 degres de 
la nuit au jour, il entre approximativement i \ litre d'air dansTinter- 
valle de sept mois (^). 

Le 3 octobre 18749 j*ai fait Tanalyse de Tair contenu dans un tube, 
et j'ai trouv6 : 

Acide carbonique o,5 pour 100. 

Oxygtoe 19,8 » 

Azote 79,7 » 

Comme on le voit, il reste, mSme apr^s vingt mois, une quantit6d*oxy- 
g^ne presque 6gale k la proportion de ce gaz contenue normalement 
dans Fair. II s'est form6 un peu d*acide carbonique, ce qui indique 



(*) Rapport surUsexpirienees relatipes a lagSneraiion sf, 
VJcadimie de$ Sdenees^ i. LX, atence da ao fdvrier i865.) 
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une trbs-Iegfere oxydation des ihati^res de Toeuf. L'oxydation des ma- 
tiferes orgaDiques au contact de Fair pur a et^^ remarqu^e depuis 
longtemps par M. Pasteur, qui a constate qu'elle varie d'intensite 
avec la nature de ces matieres, qu'elle est plus forte pour le Iait» par 
exemple^que pour Turine ou Teau de leviiresucree (*). 

Afin de renouveler Tair d'une fa^on plus complete que par les varia- 
tions de pression, j'ai adapts k la pointe efBlee C [fig. 5) un sys- 
^tbme aspirateur form^ d'un ballon muni de robinets, dans lequel on 
peut faire un vide partiel k Taide d'une pompe k main, et j'ai fait 
confmuniquer le tube B avec un tube fin d'argent cbauff(§ par une 
lampe k alcool. Le vase contenant la matibre en experience ^tait plac6 
dans un bain-marie, k une temperature de ^5 degr^s environ. La 
rentr^e de Tair ^tait r^glee k Taide d'un petit flacon laveur F et du 
robinet r du ballon. Les tubes en caoutchouc reliant entre elles les 
differentes parties de Tappareil avaient £te port^s a loo degres dans 
Teau bouillante; enfin les extremites du tube d'argent etaient refroi- 
dies dans de petits godets pleins d'eau, pour Sviter de fondre le caout- 
chouc. 

Tai maintenu dans ces conditions, pendant plus d'un mois, un tube 
contenant le melange inalt^rd du blanc et du jaune d'oeuf^ en faisant 
circuler de Tair tons les deux jours. La matifere ne s'est pas modifiSe : 
elle est rest^e aussi saine qu'au d^but de Texp^rience'. La presence de 
Pair, et mdme d'un air constamment renouvel^, ne sufBt done pas 
pour determiner la decomposition des mati^res animales les plus alte- 
rables. 

Cependant le melange conserve k Tair pur n*a point perdu son 
aptitude k subir la putrefaction. J'ai pris, par exemple, le 5 juin, avec 
un fil de platine chauffe, quelques organismes k la surface du plancher 
de la chambre k air d'un oeuf pourri, et j'ai laisse tomber ce fil de 
platine dans Tun des tubes. Le lo juin, la couche limpide s'etait 
troubiee k la surface, par suite de la multiplication des bacteries ; le 
trouble s'est etendu les jours suivants k toute la masse, et au bout d'un 
mois celle-ci avait une teinte livide et exhalait une forte odeur 
putride; au microscope, abondance de bacteries et de vibrions. 
~— — 

(* ) Pastkuh, Comptes rendus de I* Academic des Sciences^ t. LVl, B^nce du ao avril i863. 
Jmtalet de VicoU Normale, a« S^rie. Tome IV. 32 
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2° Experience ai^ec le blancseul. — Le 17 el le i8mars, j'ai iroiie dix OBufs 
de poule frais, comme il a ele dit plus haul pour le blanc Les tubes de prise 
oni ele mis a la lemp^raiure moyenne de 25 degres. Le liquide esl resie par- 
faiiemenl limpide dans lous les lubes, landis que dans un lube lemoin, pre- 
pare sans precauiion, 11 s'csl d6velopp6 des bacieries el des moisissures. Le 
blanc conserv6 n'a poini perdu son alterabilite, car il a suffl de laisser tomber 
dans Tun des tubes de Texp^rience quelques organismes provenant d'un oeuf 
pourri pour que cinq jours apres, comme avec les OBufs brouilles, la limpi- 
diie ait disparu^ et que ralteration ait el6 generale avec d^veloppement de 
petits infusoires. 

L'analyse de I'air contenu dans un lube a donne : 

Acide carbonique 0,6 

Oxygene 18, 5 

Azote 80,9 

100,0 

Le blanc seal n'est done point pins oxydable que le melange du 
blanc et du jaune. 

Dans les experiences precedentes, les tubes prepares avec soin sont 
tous resles sains. On pourrait se demander la cause de ce fait, sachant 
par les observations anterieures que la proportion des oeufs qui s'al- 
tferent est tr^s-variable, et surtout en admettant que les germes d'orga- 
nismes preexistent dans les oeufs susceptibles de s'alterer. II semble 
qu'un certain nombre de preparations auraient dA donner une alteration 
quelconque. Nous remarquerons d'abord que les melanges de blanc 
et de jaune provenaient d'ceufs restes sains pendant plus d'un mois, 
a 25 degres, et dans lesquels, par consequent, il ne devait pas exis- 
ter d'organismes , car, sans cela, ils eussent ete gat^s depuis plu- 
sieurs jours. Quant aux blancs, ils venaient, il est vrai, d'oeufs frais; 
mais, comme les organismes renfermes dans Toeuf, au moment de la 
ponte, sont rares et deposes vraisemblablement dans Tepaisseur des 
membranes ou dans le blanc tout prfes d'elles, on congoit qu'une prise 
faite sur une partie seulement du contenu, en attaquant un seul point 
de la membrane, se conserve tres-bien, tandis que toute la masse dc 
Tceuf, maintenue au contact de tous les points de la membrane, se serait 
alteree en pen de temps. Dans ce genre d* experiences, la proportion des 
oeufs gat^s doit done diminuer; car, pour obtenir I'alteration, il faut 
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avoir la chance de recueillir, en mdme temps que les mafieres de Toeuf, 
un ou plusieurs des germes qu'il porte en lui-meme. Ge sera facile si 
I'oeuf est deja en voie d'alteration; ce sera tres-rare s'il est encore 
frais. 

II importe pen d'aiileurs qu*il se soit trouve^ ou non, des tubes 
alt^res; ce que je voulais prouver, ce n'est pas que les oeufs se cor- 
wmpenty mais bien qu'il y a des oeufs brouilles qui ne se corrompent 
pas. 

La methode experimentale qui vient d'etre d^crite^et dont le principe 
a ^te si heureusement imagine par M. Pasteur, presente Tavantage 
considerable de pouvoir faire passer dans un recipient convenablement 
prepare, et d'exposer au jcontact de Tair pur, un liquide organique 
quelconque, dans Vetat mSme oil it se trome, c'est-a-dire avec tons les 
elements figures, cellules ou proto-organismes qu'il pent contenir, sans 
qu'il ait subi Taction d'une temperature elevee. C'est le seul precede 
qui permette de detruire et d'eloigner les germes atmospheriques, dont 
le developpement troublerait celui des germes normalement renfermes 
dans ce liquide. De la sorte, toute transformation capable de se mani* 
fester dans les materiaux recueillis, en presence de Tair, ou mieux de 
Toxygene, s'accomplit aisement k I'exclusion de toute autre. Ce precede 
est bien superieur, par exemple, k celui que M. Bechamp voudrait lui 
substituer, et qui consiste a soumettre la liqueur a conserver a Taction 
d'une dose non coagulante de creosote ou d'acide phenique. L'intro- 
duclion de produits antiseptiques ne pent que troubler les reactions 
naturelles, soit qu'ils interviennent directement dans ces reactions, soit 
qu'ils emp6chent a la fois la naissance et Tevolution des ferments de 
Tatmosphere et de ceux qui preexistent dans les liquides (^). 



( '] Dans la Note que j'ai d6jk cit^e, du 8 septembre 1873, M. B6champ oppose de nouveau 
sa m6lhode k celle de M. Pasteur, a II est done d^montr^, dit-il, que la nouvelle methode 
emp^che les fermentations, pa roe qu'elle s'oppose k la naissance des ferments organises par 
les germes atmosph^riques. La methode de M. Pasteur empdche les m^mes manifestations, 
parce qu'elle tue les germes ou s'oppose k leur arrive dans le milieu fermentescibie. » 
(Comptes rendus de I'Jcademie des Sciences, t. LXXVH, p. 616.) De I'avis mdme de 
M. fi^cbamp, cette derni^re a done sur Tautre le double avantage de tuer, non simplement 
de paralyser les ferments figures et de n'introduire rien d'6tranger dans les liqueurs fermen- 
tescibles. 
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2. Putrefaction dans des cbu/s d'oiseaua: autres que ceux de lapoule. 
— Cette etude a completemeut confirme les rSsultats qu'avaient donnes 
les ceufs de poule. 

OEufs dedinde. — Le 17 Janvier, mis a i'^tuve dans un cristallisoirdixcBufs 
de dinde brouilles el douze non brouiII6s. Les derniers ceufs examines Tonl 
et6 le 7 mars. Yoici le r6sultat : 

OEufi brouilUs. 

Pourris 6 

Non pourris 4 

Total 10 

OEufs non brouilUs. 

Pourris 9 

Non pourris . . 3 

Total la 

Tous les (Bufs pourris pr^sentent des organismes en nombre variable; ce 
sont surtout des baci^ries tr^s-petites, tres-p&les et tres-mobiles, que j'ai d^ji 
signalees. Tous les oeufs non pourris sont sans organismes. 

OEufs de cane. — 1° Experience du 28 d6cembre i872, 

OEufs brouilUs. 

Pourris i 

Non pourris 6 

Total 7 

OEufs non brouiU6s. 

Pourris 3 

Non pourris 5 

Total 8 

7,^ Experience du a6 avril 1873. 

OEufs non brouillis. 

Pourris 18 

Non pourris 18 

Toial 36 
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Les (Bufs de cane ont la coque plus 6paisse que ies ceufs de poule ; le jaune 
est enferme dans une membrane resistante qui se rompt difficilement par 
Tagitation et qui empdche le melange intime du blanc et du jaune. 

OEufs de pigeon. — Ces (Bufs se sont comport^s comme ceux de poule et 
comme les precedents. 

OEufs d*aut ruche. '-Y2\ deja ditque> lorsqu'ils pourrissent, lis contiennent 
des vibrions tr^s-nets. 

Ainsi» quel que soit le volume^ quelles que soient la densite et rspais- 
seur de la coque, le resultat est g^n^ral. 

3. Influence de Veau introduite a tracers la coquiUe. — Dans quel- 
ques-unes de ses experiences, M. Donne a fait penetrer de Feau dans 
des oeufs et a constats que, dans tous les cas, la putrefaction se d^cla- 
rait rapidement, sans que la matiere decomposee ofTrit la moindre 
trace d'etres organises du regno vegetal ou du rfegne animal. 

Rien n'est plus facile que de faire entrer de Teau a travers la co- 
quille. Pour cela, on place les oeufs dans un vase plein d'eau, sous la 
clocbe de la macbine pneumatique; en faisant le vide, les gaz de Tint^- 
rieur se degagent par une multitude de points. Quand le d^gagement a 
cessS, on r^tablit la pression en laissant rentrer Fair ext^rieur sous la 
cloche, et ainsi Teau chass^e par Texces de pression. s^introduil par 
tous les pores. Cest une experience classique connue depuis long- 
temps. 

La quantity d'eau qui entre dans un oeuf augmente avec T&ge de 
Toeuf, c'est-k-dire avec la capacity de sa chambre k air. Cela est ^tabli 
par les pes^es suivantes : 

i<> OEufs frais pondus depuis deux et trois jours : 

N<^* Poids sans eau. Folds avec ean. Augmentation. 

ffr sr fr 

1 63, o6 63, g6 0,90 

2 63,56 63,95 0,39 

3 63,47 64>58. 1,11 

4. 63,20 63,74 0,54 

5 ^8,97 59,55 o,58 

6 56,68 57,23 0,55 



^>4 



I ^,^5 fc.iS f.i3 

60.93 ^*34 ^r^' 
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3 %9^ 6of63 lyOo 

i 59,2a S'est brisej » 



5 5i^ 52.87 1,28 

« fe-:« 5*,K 0,59 



> OEoii TKsi coaserres a so 4ep« pendant on mois et deau : 



53.5i 


6,01 


«.49 


:.4«» 


5».99 


3,99 


58,»: 


«,:« 


46,43 


6,11 


37»9«> 


«»'9 



1 46,5o 

2 49.«9 

3 48.0. 

t 5»,i6 

jp - 40,32 

S* .... . 3b,oi 



Ob Toh TimMmemte ie Tife. Vomr des cniCi de 
les mdmtA condidoos^ le poids d'eao qoi peMtre a lra¥ers b coqve 
Taiie beancoop. Os ▼arations, qoi D*ont rien de eoauDaa aTec le t^ 
lame, tienneal sans doate a la difference de permeabilite des coquiks. 

Les €ni£s brooilles absorbent moinsd'eaa que les ceo£i noa braeilles. 
Yoici qnelqoes pcsees eoaparatiTes : 

Obab bnHuOigeooaerris a retake depois le i3 ferrier et a^tes le 24 




1 53,95 54,43 0,48 

2 48,94 5o,5o 1,66 

3 47,60 47 9^ 0,22 

i ^,So 4^f^ 0,09 

5 37,10 37,13 o,o5 

6 38, 16 38,38 0,2^ 



• 
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OEufs non brouilUs conserv^Sy comme les precedents^ depuis le i3 fevrier 
et mis en experience le 25 mars : 

N^ Poids sans eau. Poids avec eau. Augmentation. 

»T tt fr 

1 39,62 44,97 5,35 

2 52,18 56,32 4,14 

3 5i,84 60, 3o 8,46 

4 51,17 58,71 7,54 

5 58,83 63,64 4>8i 

6 43,17 47>97 4>8o 

Ainsi raugmentation de poids est considerable avec les oeufs non 
brouill^s, et tr^s-faible avec les oeufs agites et brouilles; elle est tou- 
jours tres-variable pour une meme serie (^). 

Avec les oeufs non brouilles, on pent avoir des differences nulles et 
meme des perles de poids. Par exemple, avec des oeufs conserves k 
Tetuve depuis le 8 fevrier, et brouilles le 22 mars, j*ai obtenu le vb- 
sultat suivant : 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

Dans cette experience, un peu d'albumine avait traverse la coque et 



(*) Ca chambre a air se r^uit rarement k z6ro ; jamais elle ne coDtient de liquids, bien 
que les pores par oh. p4n^tre Teau existent sur tOute V^teudue de la coque, aussi bien en 
regard de la chambre k air que sur les autres parties. Cela s'explique par le grand pouYoir 
endosmotique des membranes de Tceuf qui fait p6n6trer dans le blanc, k travers le plancher 
de la chambre k air, toute Teau primilivement contenue dans cette chambre. Onjpeut le y^ 
rifier directement. 

Tai montr^ que le pouvoir endosmotique des membranes de Toeuf est considerable de la 
sorfieuM extdrieure a la surface int^rieure el presque nul en sens inverse, (^oir aux Comptes 
rendus de VAcaddmie des Sciences , stance du 23 mars 1874.) 



Poidt snnt. 


Poidt aprte. 


AngmeDtation. 


54745 


58*56 


-f 3,11 


5l,24 


5i,33 


4- 0,09 


58, o5 


58, o5 


0,00 


44,18 


44.45 


-4- 0,27 


40,81 


40,71 


— 0,10 


37,86 


37.98 


-+• 0,1a 
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flotlait dans l^eaa oil piongeaient ks ceob : aian s'expGqveat les dilTe- 
reaces aegatiTes oa oolles. 

La qoantite d^albamine qui sort aa moment on Ton fait le Tide est 
trop faiUe pour rendre eompte de la h/^aa differente dont se compor- 
tent les ora& brooilles et les onifs non bronilles. II est probable qne 
Fair dissons par Tagitation dans les premiers* et retenn dans des bvllcs 
a parois Tisqnenses, a de la peine a se degager dans le Tide, qnH pro- 
Toqne par » £latation nne angmen tation dn Tolnme des Imlles, et presse 
le eontenn contre les parois de la coqne, assez mcme ponr en laire 
sortir. Les pores, ainsi embarrasses et a mmtie fermes, ne hisscnt pins 
passer facilement Fcan exterienre lorsqn*(A retablit la pmsion atmo- 
ipfcffiipif La pr e asio n interienre ajant anssi moim 
nncenf intad, Tean se tronre, ponr eette nonTeOe ca 
faitrmrnf, et peneire en ^pantile pins £uble qne dan 






gabomhnt arcc fesmnfe non ayitcs y^a^ec ksantrcs^ 
Tm bit aTee Fean nn trcs-grand nombre d'experienees. Tai trmm» 
comme M. Donne, qne b facilite a^ee laqnelle s*alterent les <enfi ainsi 
prepares est extrenie, et t|ne, g g nerafcm ent apres ifnime jonrs de se^ 
jonr a Fetsfe, b pntreiacti^, qnand die se decbrait, etait complete; 
miirr, lonli liirmfnl inT obnfmfiom df rr mTint f li fnnjnnrr tronTf 
den Ml iniimiii, b a c te tics on Tibrions, a Finterienr des lenfr ponrris 



STil est rare, dans ees experiences, de ne pas aToir b pntre£Ktion, on 
pent ccptndmt, en prenant ks precantions conTcnables, intradnirede 
Fean dans ks <enfi sans «in*elle se produse. D^on penrcnt Tewr, en 
dkU ks yiginiimfT fm dus en cas proio^ncnt b pntieCKdon? fls 
ptnien t cxistcr dans Finterienr de Fcraf on etre amcncs de Fextcricnr 
pnr Fcnn fni penetre a tnvers b coqne. La premiere origine expfi^ne 
b prt rebcti o e des mn& or£naires; b seconde pccnd ici nne iHfor- 
tmrr roniidf riblf , nr Ffin iTrr la^neDe on opere, k lase fni b 
tieni et smrtont b snrbee des «n^ sont des sonrccs 

f etres microseofifnes. ^ done on opere sans preantions, 

ces canses f alterations s'^ajonteront a celks fni sont natnreik- 

Feraf, et Fon aUribncra a Fcnn sank ks mndiientions dncs 

^^ette apportiil afoc de. Qne Ton 
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prenne au contraire le 8oin de chauffer pr^alablement le vase, de faire 
bouillir Teau, de passer rapidement les oeufs dans la flamme k alcool, 
et Tod ^liminera la plus grande partie et quelquefois la totality des 
causes exterieures dont nous venons de parler. II ne reslera que les 
causes interieures, celles qui agissent seules dans les conditions ordi- 
naires de la putrefaction. En operant ainsi, on pent obtenir des oeufs 
qui ne s'alterent point. Je citerai les experiences suivantes : 

i"* Le 29 mars, je fais p6n6trer de Teau de levAre bouillie dans six oeufs un 
peu yieux. Malgr^ cet Element nouveau, si facilement alterable, je trouve 
que, mdme apres un mois et demi de s^jour h I'^tuve, deux de ces oeufs sont 
rest^s sans organismes et sans putrefaction, tandis que les quatre autres se 
sont pourris rapidement avec production d'organismes nombreux. 

2® Le 29 juin, je fais p^n^trer de I'eau distillee bouillie dans quatre oeufs 
frais et je les abandonne a la temperature ambiante de T^te. Un mois et demi 
apres, je trouve trois OBufs parfaitement sains; le quatrieme est compl^tement 
pourri avec organismes nombreux mobiles et Immobiles. 

3' Experience avec Teau distillee bouillie et six oeufs frais. Un mois apres, 
aucun de ces oeufs ne s'est g^te. Cependani ils avaient bien absorbe de Teau, 
car dans quatre oeufs, frais aussi, places dans les mSmes conditions, il est 
entre une moyenne de i<'|34 d'eau par OBuf. 

4'' Autre experience avec six oeufs vieux, mais apres avoir fait bouillir Teau 
distillee sous pression a la temperature de io5 degres. Un mois apres, tons ces 
ceufs sont sains, malgre la grande quantite d'eau qu'lls avaient absorbee. 

Je pourrais encore multiplier les exemples; mais ceux-la sufiisent 
pour montrer que Ton pent faire entrer de I'eau dans des oeufs sans 
qu'ils se putrefient, que I'eau soitpure ou riche en elements nutritifs, 
que les oeufs soient vieux ou jeunes, que la temperature k laquelle on 
les expose soit cellc d*une etuve ou celle de Tete; on voit seulement 
que plus on prend de precautions pour eloigner les germes de la sur- 
face et de I'eau employee, plus on ecarte les causes d'alteration. 

• 

4. Putrifaction dans queUjues gaz diffirents de Vair. — La putre- 
faction est generalement attribuee k Tinfluence de Fair. Les oeufs que 
j'ai obtenus pourris sous le mercure, et dans lesquels la petite quan- 
tite d'oxygene de la chambre k air a ete rapidement absorbee, ont 
montre que cet element gazeux n'est point necessaire, du moins dans 
la plus grande partie du phenomene. 

II parait etre inutile meme au debut, car j'ai eu des oeufs pourris dans 

AmndUi de i'teoU Normaie, a* S^rle. Tome IV. 33 
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des coaditioiis oil il n'existait point da tool d'oxygene. Ainsi on cenf 
de poule a ete renferme dans an gros tabe de verre mani d'un tube 
abdocteur* Avec la machine pneumatique a mercure, le vide complet a 
ete fait et maintena pendant quelques jours; puis on a rempli Tappa- 
reil avec de i'hydrogene pur. Le tube, ferme k la lampe et detache de 
la machine, a ete conserve a Tetuve pendant plusieurs mois. Uoeuf 
s'est pourri, et le gaz interieur, dont la pression avait augmente, conte- 
nait, ootre Thydrogene, de Thydrogene sulfure et de Tacide carbo- 
niqae, avec des traces d' azote. Dans cette experience, tout le gaz con- 
tenu dans la chambre a air, et meme celui qui pouvait etre dissous dans 
le blanc, aTait ete enleve par le vide {*). 

L'experience, repetee sans introdnire de Thydrogene, a donne le 
m^me resoltat. i 

Yoici maintenant ce que j'ai obtenu a la pression ordinaire, ayec 
rbydrogene et Tacide carbonique, comparativement avec fair : 

Le 17 d^cembre 1872, j'ai place respecUvemeni sous trois cloches tuba- 
l^es, • exactement appliquees sur un disque de verre depoli, six (buIs broail- 
les el six OBofs non brouilles. Dans la premiere cloche, j'ai fiaiit passer a plu- 
sieurs reprises un courant d'bydrogene; dansla seconde, de I'acide carbonique, 
et dans la troisiime de Fair ordinaire. La temperature etail de aS degres en- 

Les (Bob ont ix6 examines a diverses ^poques, les demiers en avril et 
mal 1873 : 

Hon agit^ Agilies. 

a. Sain ; pas d'organismes. ac. Pas putride; pas de baci^ries; 

mobissures. 
ft. Id. Id. p. Pas putride; pas de baci^ries; 

moisissures. 
e. Id* Id. y. Sain; pas d'organismes. 



(') Loraqn'on roaintient des oeofs enders, frals et sains, dans le vide prodnit par la 
pompe k mercnre, on obtient an d^gagem^t continn de gaz, oii domine Facide carboniqae. 
Ce pbteomkie, dont je ponrsnis I'^tode, a peot-^tre qtielqae anologie avec les fints obeenr^ 
par MM. N. Gr^hant et E. Ifodrzesjewski sur la sang et le blanc d'oeoL ( Compies remduM de 
VAemdimie des Sciences , stance da 27 joillet 1874.) 

O Dte le ti3 d^canbre, les orafe plac^ dans ratmosph^re dliydrog^ne ^taient recoaverts 
de petites taches blanches drcolaires, d'an aspect paiv^rolait, et de hooppes MniKii^ de 
nMmaaarei* Bieo de semblahie dans Fadde eaflMMii«iDe li dans Tatr. 
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Non agiU*. 




Agit^. 


d. 


Sain ; pas d'organismes. 




d. Sain; pas d'organismes. 


e. 


Id. Id. 




e. Putride; vibrions. 


/• 


Id. Id. 




(• Pas putride; pas de bact^ries 
moisissures. 




• 


Acide carbonique. 




Non agit^. 




Agit^. 


a'. 


Putride ; vibrions. 




a'. Putride; vibrions. 


b'. 


Sain; pas d'organismes. 




p\ Id. Id. 


&. 


Putride; vibrions. 




/. Id. Id. 


d'. 


Sain; pas d'organismes. 




i'. Id. Id. 


e. 


Id. Id. 




e'. Id. Id. 


r- 


Putride ; vibrions. 




K'. Id. Id. 






ttydroghne. 




Non agit^. 




AgiMs. 


a'. 


Putride; vibrions; moisissures. 


a!\ Putride ; , vibrions. 


b'. 


Putride; vibrions. 




^\ Id. Id. 


c*. 


Id. Id. 




y". Id. Id. 


d". 


Id. Id. . 




^^ Id. Id. 


e". 


Id. Id. 




t". Putride; vibrions; moisiss. (*). 


/'• 


Id. Id. 




r. Putride; vibrions. 



On voit done que dans Thydrogfene et Tacide carbonique, c*est-k-dire 
dans des gaz qui ne renferment pas d'oxyg^ne, des oeufs, agil6s ou non, 
pourrissent aussi bien que dans I'air. II semble mSme qu'ils y pour- 
rissent pins facilement. Dans tous les ceufs sains, je n'ai point rencon- 
tre d'organismes microscopiques ; dans tous les oeufs pourris, au 
contraire, j'ai vu de petits infusoires de la nature des vibrions. 

L'odeur qui se degage des oeufs pourris dans Thydrog^ne et dans 
Tacide carbonique rappelle celle de tous les oeufs pourris sans air. 

La reaction est alcaline dans I'acide carbonique et dans I'hydrog^ne, 
tandis qu'elle est leg^rement acide dans Tair. 

Les resultats precedents difi%rent de ceux que M. Crace-Calvert a pu- 
blics dans les Comptes rendus de VAcaddmie des Sciences (*). L'auteur a 



(*) On remarquera que les moisissures de la surface n'ont p4n^tr6 que dans deux oouiis. 
(') T. LXXYn,p. 1024; 1873. 

33. 
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traa^e en efTet, en cherchant rinfloence qu'exercent certaios gaz sar 
la consenration des oeafs, qne dans llijdro^ae les oeafs , entiers oa 
perces, tout en se recoayrant d^an leger doTet de moisissares, resteni 
sains et que, dans i'acide carboniqoe, ils n'offrent meme pas de moi- 
sissores. II est pMsiUe qne la contradiction que je signale soit doe 
a la difference des temperatures aoxquelles les experiences out fte 
Ciites. M. Crace-CaWert, preoccupe seulement de eonserrer les ceafe, 
aTait du les iaisser a la temperature ordinaire, tandis que dans mes 
essais je les ai toojours places a la temperature moyenne de aS degres^ 



5. De la puir^action dans les cmfs non ficandes. — II m^a semble 
interessant de rechercher si le d^e d'alterabilite des ceufs depend en 
qnelque chose de leur fecondation. Tj ai d'aiileurs ete conduit par la 
dire^^ce que j'ai reraarquee dans les obsenrations de Reaumur et 
qoelques experimces de MM. Prerost et Dumas. 

Aion Reaumur s'exprime en deux eadroits de la £ifon la plus diffe- 
reiite* On lit en effet, dans ses Mimoim four servir a Fhisioirt des In- 
secies : f Dans Tair qui n'a que le degre de chaleur que nous appelons 
du froid, Toeuf se conserre sain pendant uu temps assez long; Tceuf se 
corrompt s'il est dans un air chaud, et se corrompt d'autant plus yite 
que la chaleur de Tair est plus considerable; et cela pourtant seulement 
jusqu'ii ce que la chaleur qui agit sur Fceof soit a uu certain degre ; 
n die passe ce degre, elle produit le deyeloppement et raccroissement 
du poulet. Alors Toeuf ne se corrompt point; si la meme chaleur agis- 
sait sur un ceuf qui ne fut pas feconde, elle le ferait ccMrrompre tre»- 
▼ite(«). . 

On lit, au contraire, dans son An de/airt edore et d^dever en iouie 
saison des ciseaux domesiiques : c Quand les ceuls n'ont point de germe, 
ils ne sont point sujets a se corrompre ('}. > Reaumur rerient plus 
tard sur le mtoe sojet et cite par exemple Texperience suiyante : c Tai 
tenu, dit-il, quatre ponies sans coq dans une grande cage ou rien d*ail- 
leurs ne leur manquait ; elles y out pondu. Tai fait cou?er les premiers 
crafs qu'elles m'ont donnes; pendant quelques semaines, des poulets en 



r)T.n,p.44- 
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sont eclos et ont p6ri dans la coquille. Enfin est veDu ud temps oil les 
oeufs qui avaient ele fecondes avant que les poules eussent ete renfer- 
mees dans la cage ont et^ epuises ; tous ceux qu'elles ont pondus dans 
la suite sont restes clairs dans le four oil ils ont ele couv^s; il ne s'y 
est point formS de poulets et ils ne s'y sont point corrompus; ils sont 
restes sains, quoiqu'ils aient et6 environn^s d*un air chaud, k ce degre 
qui fait Colore les poulets, pendant plus de trente, et quelquefois pen- 
dant quarante k cinquante jours (*)• > 

Et comnie consequence, Reaumur propose un moyen nouveau de 
conserver les oeufs : c Pour avoir des oeufs qui se conserveraient depuis 
le printemps jusqu'au milieu ou jusqu'a la fin de Tbiver, il ne faudrait 
done que priver les poules de tout commerce avec les coqs. > 

MM. Prevost et Dumas, tout en remarquant que les oeufs non fecondes 
peuvent supporter c I'incubation ordinaire sans manifester de symp- 
tomes de putrefaction appreciates », citent cependant une experience 
oil trois oeufs steriles sur douze ont exhale une trfes-grande puanteur 
pendant la dur^e d'une incubation, c'est-a-dire au moins pendant trois 
semaines. c II n'en est pas de meme, disent-ils, si Ton continue, et vers 
le trentieme ou quaranti^me jour ils exhalent tous une odeur infecte, 
qui se pergoit aisement, mSme a travers la coquille (^). » 

Mes experiences ont ete faites a ^5 degres, temperature a laquelle 
la putrefaction dans les oeufs ordinaires s'est maintes fois dedaree : 

t^' Je me suis procure une poule jeune, qui n'avait jamais pondu, et je Tal 
tenue privee de coq. Elle m'a donne, en deux periodes, vingt-deux oeufs que 
j'ai numeroteset misau frais, c*est-ii-direa lo degres environ, k mesurequ'ils 
etaient pondus, jusqu'^ ce que j*eusse recueilli le dernier. 

Le lo avril, tous les oeufs ont ete mis a I'etuve. Le 1 1 juin, deux mois apres, 
ils sont tous transparents au mirage et paraissent conserves; je les agite, je 
les brouille, et ils restent encore plusieurs mois k retuve sans eprouver de 
putrefaction. 

a® L'experience suivante a ete faite avec des oeufs pondus par des poules 
differentes, qui ont ete privees de coq, a partir du jour oil le premier ceuf a 
ete recueilli. J'ai mis trente-deux de ces oeufs a retuve, et quelques jours 



•^•mm-^i^i^^^^m^m—^M 



(') T.n, p. 2189. 

(') Jnnaksdes Sciences naiureiies, i" serie, t. IV, p. 5o. 
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Examine le 3i mars. 
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Examine le 21 mai. 
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que jamais il ne s*y trouvait le moindre dtre organise. Cependant 
MM. B^cbamp et Estor, recherchant un peu plus tard le rdle des micro- 
zymas dans le developpement du poulet, ont observe des bacteries dans 
les organes et dans les membres d'un embrjon mort. 

Le 25 mars 1873, j'ai mis onze oeufs a Tincubation dans une etuve dont la 
temperature moyenne est rest^e de 38 degr6s; les oBufs ^taient d^pos^s dans 
une cuvette plate en porcelaine. Les cinq premiers ont et^ retires au bout de 
six jours, les autres au bout de dix jours. Par une simple exposition k la tem- 
perature ordinaire, les embryons sont morts dans leurs coques; je les ai en* 
suite places dans une autre etuve dont la temperature moyenne etait de 
a5 degres. 

OEufs retires aprbs six jours d' incubation. 

Embryon bien developpe. 

Clair; pas d'embryon; non altere. 
Id. Id. Id. 

Embryon bien developpe; pas de putrefaction. 

Embryon bien developpe ; putrefaction decla- 
ree ; organismes sur le plancher de la chambre 
k air, entre la coque etla membrane, dans la 
masse de Tembryon. 

OEufs retires aprhs dix jours d* incubation. « 

6. . . Examine le 4 avril. Embryon bien developpe. 

7. . . Examine le 2a mai. Clair; pas d'embryon ; non altere. 

8. . . Id. Embryon mai developpe adherent k la coque, 

entoure de petits mamelons blancs cristal- 

lins; point putride; pas d'organismes. 
9. . . Id. Embryon bien developpe, flasque, se dechire 

facilement; cristaux ; pas de putrefaction ; pas 

d'organismes. 
10. . . Id. Comme le numero 9. 

11. . . Id. Comme le numero 9. 

Ces trois derniers sont surtout caracterises par une odeur fade, mais 
non putride ; par Tabsence d'organismes dans les differentes parties des 
membranes et des tissus; par la grande flaccidite du petit embryon, sa 
faible resistance a la traction ; par une multitude d'aiguilles isolees ou 
formant des mamelons blancs dans les divers organes : coeur, poumon. 
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foie, intestin, masse cerebrate; enfin par la disparition des globules 
sanguins et une coloration plus brune que dans les embryons de six 
jours. 

Les embryons n^' 1 et 6, mis dans Teau, n'ont pas tarde a se putrefier 
en degageant une odeur repoussante, avec production de nombreux 
batonnets tres-agiles. 

Dans d'autres experiences, j'ai fait perir Tembryon aprfes quinze et 
vingt jours d'incubation, et j'ai obtenu les memos resultats : quelques 
oeufs dans lesquels Tembryon etait en pleine putrefaction, avec baton- 
nets mobiles; les autres, dans lesquels Tembryon, pas le moins du 
monde putride, presentait une alteration speciale, caract6risee toujours 
par Tabsence d'organismes, par une odeur fade, des cristaux, etc., 
comme plus haut; seulement, dans ce cas, les tissus etaient beaucoup 
plus fonc^s, Us avaient pris une teinte rouge brun, et les cadavres 
etaient comme inject^s par une s^rosite sangujnolente. 

La flaccidite va en diminuant quand I'age de Tembryon mort aug- 
ments ou, du moins, il faut plus longtemps ^ un embryon de vingt jours 
pour presenter completement ce caractfere qu'a un embryon dedix jours, 
et surtout de six jours. Elle etait assez considerable avec ces derniers 
pour qu'en suspendant le petit poulet par une patte le reste du corps 
se detachat de lui-meme. 

La difference precedente pent tenir k plusieurs causes. La formation 
des tissus et des os est beaucoup moins avancee dans un jeune embryon, 
et la resistance de ces elements est -moindre ; en outre, le petit poulet 
baigne encore dans une couche epaisse de blanc, dont Thumidite est 
sans doute favorable aux reactions chimiques qui am^nent sa desorgani"> 
sation; enfin, Tincubation ayant dure moins longtemps, la quantite 
d'humidite disparue par evaporation est plus faible. 

Ainsi les differents elements du poulet sont, comme ceux de I'oeuf, 
absolument imputrescibles, tant que des bacteries ou des vibrions, 
pour le developpement desquels ils constituent un milieu eminemment 
favorable, n'ont pu y prendre naissance, par Tapport soit de leurs 
germes, soit d'individus tout formes. Cependant le poulet mort subit 
des modifications profondes, dont Teffet est surtout de desagreger les 
globules sanguins, de ramoUir les tissus et de produire de nombreux 
cristaux. Gette alteration est sans doute de memo ordre que celles que 
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plusieurs auteurs, Reaumur {*), M. Panceri (^)y et plus r^cemment 
M. Ch. Riviere (*), ont signalees dans leurs ecrils. 

Ces faits rappellent ceux que Ton observe chez les Mammii%reS| 
lorsque le foetus meurt dans le sein de la mere et y reste plusieurs jours 
ou plusieurs mois avautson expulsion. 

On sait, en effet, que le foetus mort qui s6journe dans la cavity ute- 
rine peut y subir trois modifications principales : la maceration, la 
mamification, Ja putrefaction ( ^ ) . 

Suivant les auteurs, les deux premiers etats s'observent lorsque le 
foetus est mort dans les premiers mois de la grossesse ; le troisi^me ne 
se rencontre que dans les derniers mois, et seulement lorsque, par une 
cause quelconque, la cavite uterine a etS mise en communication avec 
Fair exterieur. Dans ce cas, ce serait Tair, ou mieux Toxygfene de Tair, 
qui, en p^n^trant dans Tut^rus, provoquerait la putrefaction rapide du 
foetus (') . II ne m'a pas ete donn^ d'observer de foetus putr6fi6, et par con- 
sequent je n'ai point pu constater si cette decomposition 6tait correla- 



( » ) Voir Historique. 

(') De la coloration de V albumen des oeufs de poule et des crxptogames qui croisseni 
flans les oeufs (Atti della Societa italiana di Scienze naturally t. 11; i860]. L'auteur cite on 
embryon de trois jours qui s*^tait conserv6 comme momifi^, sans putrefaction. 

(') Deitxieme Mtude sur r education des autruches Cn Alg^rie (Bulletin de la Societe 
d*acclimatation, septembre-octobre 1870]. M. Ch. Riviere, voulant essayer d'achever I'incu- 
bation d'oeufs d'autruche que le m&Ie avait abandonn^s, les placa dans une serre sur un lit 
de ouate reconvert d'une cloche. « Au bout d'une dizaine de jours de ce traitement, dit-il, 
n'obtenant aucun rdsultat, je fis c6der la coquille et trouvai les petits parfaitement con- 
formes, mais sans vie, sans cependant etre entr^s en decomposition. » 

(*) Dans la maceration, Todeur est douce, fade et penetrante, la couleur est d'un rouge 
brun, plus ou moins vif, suivant la duree; la peau est imbibee par une sorte de serosite 
sanguinolente qui souieve parfois repiderme sous forme de bulles ; repiderme se detache 
avec faciiite sur toute la surface du corps ; le cadavre est d*une flaccidite telle que la tete, 
dont les os devenus 'mous et mobiles vacillent les uns sur les autres, s*aplatit sur elle-meme 
sous rinfluence de la pesanteur ; enfin il y a absence complete de gaz dans la cavite uterine. 

Dans la momification, le foetus n*exhale aucune' odeur ; il a la peau s^che, comme tannee ; 
les visceres sent presque atrophies; on le dirait desseche, comme s'il etait reste longtemps 
dans Talcool. 

Enfin la putrefaction du foetus, semblable k toutes les decompositions de ce genre, s'ac- 
compile de tumefaction des parties, de degagement de gaz, d'exhalaisons infectes et de cO' 
loration verd&tre des tissus. 

(^) On trouve des observations interessantes et des renseignements preds sur ce sujet 
dans la th^ du D' LsiiPBaBUA : Des alterations que subii le foetus aprks sa mort dans le 
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point de vue une ressemblance parfaite avec les embryons de poulets 
morts dans leurs coques» et que la putrefaction n'a pas d^compos6s. 
Cette ressemblance s*ajoute aux caracteres fournis par Todeur, la cou- 
leur, la flaccidite, etc. 

Une seule difference m'a paru exister entre le foetus et le poulet, c'est 
la production de mamelons cristallins blancs, decomposables en ai- 
guilles longues el fines, que Ton observe k la surface ou dans Tepais- 
seur des tissus du poulet, et que je n'ai point vus dans le foetus mac^re. 
Cette difference tient sans doute aux conditions memes ou s^journent 
les deux cadavres : dans un cas. Fair exterieur penetre aisement k 
travers la coque ; dans Tautre, au contraire, le foetus reste baignS au 
milieu d'un liquide tr^s-aqueux, sans aucune communication avec Tair 
exterieur. 

Malgre cette difference, on pent dire que I'embryon de poulet qu'on 

ques bact^ries, rares, avec un grand nombre de points p&les, un peu allonges, ressemblant 
k des fragments de vibrionsx 

Mtoe s^rosit^, du c6t6 de la colonne vert^brale, au point diam^tralement oppose au 
pr^cMent : absolument rien d'organis^; quelques cristaux allonges, mais non en aiguilles 
fines et d61i^. 

Masses g^latineuses rouge brun de Tint^rieur des intestins : pas d*organismes, debris in- 
forroes de cellules. 

S^rosit^ sanguinolente du thorax: pas d'organismes; debris amorphes; pas de globules du 
sang, non plus que dans les preparations pr^dentes ; quelques cristaux l^^rement teint^ 
de rose, allonges, mais k contours tr^irrdguliers. 

Fragment du foie : pas de globules du sang, pas de cristaux, pas d'organismes. 

S^rosite sanguinolente du cuir cbevelu; masse un peu epaisse,4)lus rouge que les s^ro- 
sit^ pr^c^entes; pas d'organismes; pas de globules sanguins; debris amorphes; pas de 
cristaux. 

Fragment du cerveau : pas dorganismes; granulations nombreuses, serrdes, et environ 
25 k So globules par champ ; ces globules, de 5 ^ Sfi, sent g^n^ralement circulaires ou un 
peu allong^ ; ils sent tous granuleux ; sont-ce des noyaux de cellules ou des globules san- 
guins tr^-roodifi6s ? Pas de cristaux. 

On remarquera que le foetus dont il s'agit avait ^prouv^ un l^ger commencement de putr^ 
faction, insensible par Todeur, mais accuse par la coloration verd^tre du cordon ombilical 
et par les organismes, qui, apr^ s'^tre d^velopp^s k la surface ext^rieure de Tabdomen, 
commenQaient d^j^ k p^n^trer k rint^rieur. La preuve que les organismes observes k Tab- 
domen provenaient du dehors et n'avaient apparu que depuis Texpulsion du foetus, c'est 
qu*ils y ^taient tr6s-rares et d^velopp^ seulement dans la region imm^iatement situ^ 
au-dessous du cordon ombilical par oil ils avaient ^videmment pass^. Ce commencement 
de putrefaction s'explique compl^tement par Texposition du foetus pendant vingt-denx 
heures k Fair d'une salle oii la temperature s'est eiev^e k 3o degr^s. 

34. 
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laisse inourir dans la coque et qu'on place ensuite k une temperature 
convenable, lorsqu'il ne se putrefie pas, 6prouve une veritable mac&' 
ration. 

La maceration est plus rapide pour le foetus que pour le poulet, 
puisqu'elle apparait dibs les premiers jours qui suivent la mort du petit 
dans le sein de la mere, tandis qu'elle n'est sensible dans les oeufs 
qu'apres quelques semaines. Cela s'explique par la temperature 61ev6e 
et Tabondance du liquide oil se trouve le foetus; ce liquide, en effet, 
empeche la dessiccation du cadavre et facilite en meme temps les reac- 
tions chimiques qui s'accomplissent dans sa masse. 

Je n'ai pas observe d'embryon de poulet dont I'etat rappel4t la mo- 
mification qu'on trouve chez le foetus. 

Les phenom^nes que nous a fournis cette nouvelle etude nous 
montrenty comme dans Tetude des oeufs ordinaires, le r6le important 
que jouent les organismes microscopiques dans la putrefaction en ge- 
neral. Nous voyoDs en outre que les mati^res animales completement 
organismes peuvent rester au contact de Tair, pourvu qu'il soit pur, 
sans eprouver cette modification. 



CHAPITRE IL 

DE QUELQUES AUTRES ALltRATIONS DES GEUFS. 



L — Moisisswres. 



Les auteurs qui ont signale et etudie des moisissures dans les oeufs 
ne sont pas moins nombreux que ceux qui ont parie de leur putrefac- 
tion. 

Reaumur s'exprime ainsi : c Des observations plus rares m'ont fait 
voir que des particules qui doivent etre incomparablement plus gros- 
si^res que celles de Fair peuvent penetrer dans les oeufs. J'ai trouve 
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des moisissures dans des ceufs que j'avais casses^ bien par del^ le terme 
oil le poulet aurait du naitre ; je n'ai pu apercevoir aucune felure k ces 
oeufs; les physiciens ont ennobli les moisissures, its les ont elevees au 
rang des plantes, ils ont fait voir, et Micheii surtout, qu'elles yiennent 
de graines : les graines de ces petites plantes avaient done passe au tra- 
vers de la coquille et de la membrane qui la tapisse (*). » Reaumur 
n*indique pas la nature de ces moisissures. 

Dans son Histoire natureUe des vigitaux parasites ^ M. Ch. Robin pr£- 
sente un resume complet des Etudes faites jusqu'k i853, sur les Cryp- 
togames qu*on rencontre dans les ceufs (^) : j'en rapporterai ici les prin- 
cipaux passages. 

Maerklin ('), qui trouva un champignon filamenteux dans le blanc 
d*un ceufy lui donna le| nom de Sporotrichum albuminis. Rayet {*) d^- 
couvrit une autre moisissure, dont le mycelium formait une tache noire 
adherente au jaune, et s^par^e de la coque par une couche de blanc; 
Montague Ta d^crite sous le nom de Dactylium oogenum ('). 

Schenk'donne une description incomplete, sans figures, d*un cham- 
pignon trouv6 dansun oeuf dont le jaune etait intact, mais dont le blanc 
6tait devenu brun noir&tre (*). Quoique favorable k la generation spon- 
tan^e, Tauteur admetcependant que la moisissure qu'il a ^tudi^e pent 
avoir pour origine une spore, et que cette spore, venue du dehors 
dans Toviducte de la poule, a pu etre englobee par Talbumine avant la 
formation de la coquille. 



(*) RlfcAUMUR, Art de f aire ^lore et d^ile^er en toute saison les oiseaux domestiques; 
a* Mitioiiy i.I, p. a53; 1761. 

(' ) Ch. Robin, Histoire natureUe des vSg^taux parasites qui croissent sur Vhomme et sur 
les animaux viwtnts, p. 543 et 604 ; i853. 

(') Marklin, Betrachtungen iitfer die Urformen niederer Organismen, p. 73; i8a4. 
Heidelberg. 

(*) Ratbt, Sur une MucSdinSe qui se developpe quelquefois sur les oeufs de poule con^ 
serais pour les usages domestiques [Soc. Phil, de Paris; s^nce du 9 juillet 184a. — Arch, de 
Midecine comparde, p. Sg; i843). 

(*) MoNTAGNB, Description du Dacttliuk oogenum, Moisissure trouvie par M, Rayet 
dans un oeuf de poule, {Journal de I'lnstitut, p. 408 ; 184a. — - Arch, de MSdecine compar6c^ 
p. 175.) 

(•) ScHENK, Ueher die Pilzbildiing im EUlmereiern [Ferhandlungen der physikalisch' 
medicinischen Gesellschaft in Fuerzburg, Eriangen, 1. 1, p. 73; i85o). 
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Wittich (*), et peu apres Earless, ont aussi observe des champi- 
gnons dans des oeufs de poule ou de cane; leurs descriptions phytolo- 
giques, sans figures, sont tres-insuffisantes, mais Tetat des oeufs parait 
exactement decrit. Wittich a cherche a montrer que les moisissures 
traversaient la coque en venantde Texterieur; Earless ('),aucontraire, 
a conclu que les vegetations qu*il avait rencontrees a'avaient point pa 
penetrer de Texterieur a Tinterieur de Toeuf. Ces deux opinions con- 
tradictoires ne reposent ni Tune ni Tautre sur des experiences assez 
completes pour etre concluantes. 

Parmi les observateurs qui ont le plus etudie les moisissures des 
oeufs. Spring (*) est le premier qui ait institue systematiqueiflent des 
essais dans le but de determiner la nature et Tespece de ces moisis- 
sures. Malheureusement les procedes de culture quMl a employes 
comportent des causes d'erreurs grayes^ de sorte qu'il n'est point pos- 
sible d*admettre ses conclusions. Ce n*est pas, en effet, en semant sans 
pr^autions un mycelium dans un liquide, ou en Tinoculant dans un 
oeuf par un petit trou fait k la coque, qu^on peut esperer obtenir le 
developpement exclusif du champignon seme. II y a, au contraire, de 
nombreuses raisons pour qu'une spore etrangere tombant de Fair oa 
deposee dans les tubes, ou a la surface de la coque, se deyeloppe si- 
multanement* peut-etre meme toute seule. Ainsi s*expliquent les 
resultats extraordinaires contenus^ par exemple, dans la cinquieme 
conclusion du Memoire de Spring : < La meme sporule deTient ^wo- 
trichum ou un mycelium sans fructiQcations, quand elle se deyeloppe 
dans Talbumine, AspergUbis^ Periconia, Hemiscyphey ou Mucor^ quand 
elle se developpe a Fair sur une base albumineuse, et \ une temperan 
ture de 35 degres centtgrades; elle devient PemcUtium quand elle se 
deyeloppe a Tair libre sur une base albumineuse et a une temperature 
de lo a i5 degres centigrades. » 



(') WnmcB, Ueber PibbUdang im Huhnerei [Zeiixhrift furwfssemsckaftiiche Zooiogte. 
Leipn$> L DI^ p. ai3; tS5i}. 

(^) lUauss, Zusdlze 3K IT von fFHtick^s Beobachiung von Pibbiidnng im Btkmerei 
(oBitoe coifection^ t. m, p. 3oS). 

(*) SiWli6> Des champignons qui se devehppent dnns les oeufs de poule {Bulletin de 
rjhnJ em ue rvyale de Belgique, L XESL^ i" partie, p. 573; iSSa). 
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Depuis 1 853, Eolaczek (*) etPanceri (^) out aussi decrit des cham- 
pignons trouves dans les oeufs de poule. Le Memoire du savant ita- 
lien est de beaucoup le plus important. 

t On les rencontre, dit Panceri, sous forme de poussieres ou de bou- 
tons de couleur vert sombre ou incolore, de dimensions diverses. 
Qaand ces boutons sont tres-6tendus, Talbumine reste emprisonnee 
dans le 'myc^ium et ne coule pas; lorsqu'on brise la coque, elle se 
r^unit au contraire sous forme de masse gelatineuse. » L'auteur figure 
quatre moisissures differentes : un Sporotrichum^ un Dactylium, une 
forme qu'il signale le premier voisine du Spondylocladium , et enfin 
un mycelium vert fonce non fructifie, dontl'especeresta par suite inde- 
terminee. 

Panceri, recherchantTorigine de ces moisissures, demontre qu'elles 
n'ont pu apparaitre spontan^ment dans I'oeuf, et dispose quelques ex- 
periences destinees a faire voir que le mycelium pent penetrer de i'ex- 
terieur a I'interieur de la coquille. II trouve, par exemple, qu'a 22 de- 
gr^s environ, dans une atmosphere humide, la simple application, sur 
la surface extirieure de la coque, de certaines especes de moisissures, 
suffit pour faire penetrer le vegetal a Tinterieur. L'experience r^ussit 
parfaitement avec le Sporotrichum albumims^ et aussi avec une variete 
du Verticillium. 

Cependant, k I'interieur de quelques ceufs soumis a ses essais, Pan- 
ceri trouve, a c6t6 de moisissures identiques a celles de Texterieur, 
d'autres formes trfes-differentes, notamment la Mucedinee qu'il a rap- 
proch^e du Spondylocladium. On ne pouvait pas admettre dans ce cas 
que les nouvelles formes etaient venues de Texterieur. 

Ainsi done, s'il est etabli, comme Tavait annonce Wittich, sans 
en donner la preuve experimentale, que dans quelques cas certaines 
espfeces de moisissures peuvent penetrer de Texterieur k TintMeur 
des oeufs> il faut remarquer que, dans d'autres cas, il se developpe in- 



(') KoLAGZEK, Ferhandlungen der Vereins jur Naturktmde zu Presburg; a* 6ditiOD, 
p. 39; 1857. 

{') P. Pancbri, De la coloration de Valbumine d'un oeuf de poule et des crypiogames 
qui croissent dans les oeufs [Atti deUa Societa itaUana di Scienze naturaU, t. II; i860, 
Milan). 
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terieurement des moisissures qui ne paraisseot avoir aucune relation 
avec I'ext^rieur. 

Je suis arrive de moo cote au meme r^suUat. En pla^ant des oeufs de 
poule dans une atmosphere humide k a5 degres, j'ai vu la coque se 
recouvrir rapidement de moisissures tres-variees ; quelques jours apr^s, 
rinterieur ^tait envalii, et lorsque j'attendais assez longtemps je re- 
trouvais souventles moisissures internes fructifiees^ indignant ainsi par 
tons leurs caract^res leur identite avec celles de la surface. Dans ce 
casy il y avait eu penetration evidente k travers les pores de la co- 
quille {'). 

Dans beaucoup de cas, au contraire,il m'a et& impossible d'admettre 
cette penetration : par exemple, j'ai trouvedes oeufs taches^dont la sur- 
face de la coque, examinee avec le plus grand soin k la loupe, n'a 
jamais presente la moindre trace de moisissures. En ouvrant ces oeufs, 
j'ai vu une ou plusieurs touffes de mycelium, qui tantot nageaient dans 
le blanc, tantot adheraient a la membrane de la coque, oil elles consti- 
tuaient des sortes de mamelons de diametre variable ; quand elles attei- 
gnaient la chambre k air, elles se developpaient rapidement et se cou- 
vraient de spores. 

On pourrait penser qu'une spore tombee a la surface de la coquille a 
d'abord germ^ peniblement, puis que son mycelium a p^netre par Tun 
des pores, traverse la membrane, et.enfin qu'il s'est developpe dans le 
blanc, tandis que les tubes de la surface, rapidement dess^ches et atro- 
phias, auraient disparu : ainsi s'expliquerait dans tons les cas I'exis- 
tence des moisissures dans les oeufs. Mais si les choses se passaient de 
cette maniere, on devrait pouvoir trouver des traces de mycelium entre 
la coque et la membrane; Tobs^rvation la plus attentive n'en a jamais 
montr^, dans le cas, bien entendu, oil k aucune epoque, depuis la 
ponte, la coque de Toeuf n'avait ete recouverte de moisissures appa- 
rentes. Le mycelium a done pour origine une spore ou un fragment de 
tube renferme dans Toeuf des la ponte. 



(*) Ce fiedi rend compte de la proportion considerable des oeufs moisis dansle commerce, 
qui ft'esi 41evte a V^ pour l*ann^ 1872. Ceet qu*en effei les OBufiBqu'on exp^esont gto^ra- 
lement emball^ dans de la paille humide, sur laquelle ne tardent pas & se d^yelopper des 
moisissures varices. 
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Dans la masse de Tun des oeufs d'autruche que j'ai reQus d'Algerie, 
j*ai trouve des fragments tres-abondants d'une moisissurc qui n'etait 
point fructifiee et qui n'a pas pu pour cette raison etre determinee. 
Elle etait constituee par des filaments vieillis, a contours noirs, a teinte 
jaune, ne contenant plus que quelques rares granulations. La surface 
exterieure de la coque etait parfaitement lisse, sans trace de moisis- 
sures. 

Eufin un oeuf recemment pondu presentaitune tache de pen d'eten- 
due, extremement mobile; je Touvris et je trouvai un flocon de myce- 
lium fortement adherent ^iUjaune, et dont les ramifications, divergeant 
du point d'attache avec la membrane vitelline, se repandaient dans la 
couche albumineuse; les tubes les plus longs arrivaient jusque vers le 
milieu du blanc ; aucun n'avait encore atteint la membrane coquil- 
liere. 

Ges divers exemples montrent que dans certains cas, comme 
Tavaient annonce Schenk et Harless, des moisissures peuvent exisler 
dans des oeufs sans qu'elles aient eu pour origine des spores poussees 
a Textirieur; en d'autres termes, des spores susceptibles de se deve- 
lopper plus tard existent dans certains oeufs, au moment meme ou ils 
sont pondus. 

Les moisissures bien determin^es que j'ai le plus souvent rencon- 
tr^es sont trois Torula et un Aspergillus (*) : 

I® torula a spores routes, trSs-petites, disposdes en longs chapelets et 
formant de petits tlots blancs, pulverulents, sans mycelium visible; le dia- 
m^tre des spores est de 0,7/1 {fig. 21}. 

a"* Torula k spores elliptiques, dont le petit diametre estde a,2|x et le plus 
grand diametre de 3,3 /x; ces spores sont incolores, disposees en chapelets et 
portees par un petit pddoncule renfle qui part directement du mycelium. Ce 
dernier est form6 de tubes tres-grdles, k cloisons peu visibles (fig. 20). 

S"* Torula k grosses spores en chapelets, support^es directement par un pd- 
doncule renfl^ souvent sur toute sa longueur. Chaque spore a la forme gene- 
rale d'une sphere et s'imbrique sur la prec^dente a Taide d'une sorte de 
petit onglet : leur diametre va en diminuant de la base a 1' extremity libre 



(') Poar la d^termioation des moisissures, j'ai toujours trouv^ aupr^s de mon collogue 
et ami, M. Lemonnier, un concours bienveillani dont jesuis heureux de le remercier ici. 

AnnaUt de VEcoU Normale. a* SerSe. Tome IV. 35 
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dans cheque chapelet; il varie de 4 ^ 6/1; 1^^ moisissure a une couleur vlo- 
lelle (fig. i8et 19). 

4** Jspergillus, k sporanges d'abord blancs, puis jaunes^ mycelium ires-fin, 
de i|i 2i 1,4/^ de diametre ; spores rondes ires-petites, de i/x environ de dia- 
mitre {fig. 22). 

L*aspect que presentent les ceufs oil se developpent des moisissures 
ne yarie pas sensiblement avec la nature du cryptogame. D^s que le 
mycelium commence a s'etendre, il s'entoure d'albuminei et la fige pour 
ainsi dire sur son passage. Celle-ci forme une gelee incolore, tr^s- 
mobile, mais qui ne coule pas. Lorsque le mycelium a atteint la mem- 
brane, il envoie des ramifications sur toute la surface, et forme bientdt 
une couche continue et gelatineuse de 2 a 3 millimetres d'epaisseur. 
Si Ton vide Tceuf a ce moment, la couche reste adherente et ne se de- 
tache qu'avec peine; un peu plus tard, toute la masse aurait pu £tre 
envahie, et le blanc aurait pris en entier la forme de gelee. Ce dernier 
itat se trouve rarement; le plus souvent, la premiere couche gelati- 
neuse se condense un peu, le featrage des tubes se serre, et, Tair exte- 
rieur venant k manquer, la moisissure cesse de se developper ailleurs 
que dans la chambre k air ou elle fructifie. Dans ces circonstances, 
au bout de quelques semaines, a la temperature de 25 degres, le vi- 
tellus, devenu plus jaune, se desagrige l^gferement k la surface, tandis 
que la partie centrale se durcit. La portion du blanc qui n'est pas gela- 
tinise est plus]fluide que le blanc normal, et s'esl faiblement coloree 
en brun rougeatre. L'odeur devient quelquefois legbrement aroma- 
tique. 

II arrive souvent que les mamelons ou plaques gelatineusessefoncent 
et prennent une couleur verte presque noire ; avec la TonUa ( 3®) la cou- 
leur est violette, snrtout au-dessous de la chambre k air, prte des 
points oil la moisissure a fructifie. 

Lorsque Foeuf reste longtemps dans la mime position, le vitellus 
8*eliveet ne tarde pas a itre atteint par le mycelium. Il se trouve alors 
retenu par de viritables liens k la membrane de la coque, k laquelle il 
adhbre bientdt fortement par une large surface. Ces adherences, signa- 
lies dejk par Panceri, sont beaucoup plus solides que celles que Ton 
observe dans les ceufs pourris. 

Par suite de Tevaporation k la surface de la coquille et de la respira- 
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tion des moisissures conlenues dans I'oeuf, la chambrc a air s'agrandit 
et devient sou vent considerable (*). 

Gomme on le voit, ralt^ration produite par les moisissures est toute 
differente de ralteration putride. II n'est possible ni de les confondre, 
ai d'attribuer a Tune la cause qui determine Tautre. Gependant quel- 
ques auteurs ont pret^ aux moisissures un role important, et quelque- 
fois exclusify daos la putrefaction des oeufs. Ainsi M. Panceriydans le 
M^moire dont j'ai deja parie> met les cryptogames au nombre des agents 
de cette fermentation. Plus recemment, M. Bois a fait intervenir dans 
ce ph^nomene des organismes microscopiques presentant des cellules 
en chapelets et des spores qui» venues de Texterieur, auraient p^netre 
atravers la coquilie (*). 

L'erreur de ces observateurs est facile k expliquer. II n'est pas rare, 
en effet, de trouver des oeufs pourris dans lesquels sont des moisissures; 
mais dans ce cas on y voit en meme temps des bacteries et des vibrions. 
Nul doute que la putrefaction ne soit le fait de ces organismes, et non 
des moisissures : ies deux alterations sont simplement simultanees. 

On comprend d'ailleurs la possibilite de cette double alteration, 
puisque, au moins au debut, moisissures et bacteries trouvent k travers 
la coque Pair qui leur est necessaire. II est remarquable toutefois que 
les moisissures cessent de se developper d^s que la putrefaction s'acce* 
lere; elles sont tuees par les gaz putrides et prives d*oxygene qui se 
degagent sans cesse. 

En resume, des moisissures envahissent Tinterieur de certains ceufs; 



(* ) J'ai fait Tanalyse tIu gaz de la cbambre h air dans des OBufs oil s'^taient d^velopp^es 
depuis longtemps des moisissures* 
Volume total du gaz recueilli avec quatre oeufs : 4 4"", 4 , soit pour chacun en moyenne : 1 1 "", i . 
Composition du gaz : 

Acide carbonique 6a, 3 

Azote 37,7 

100,0 

Le gaz, sans odeur^ ne contenait ni hydrogdne sulfur^, ni hydrog^nc, ni oxyg^ne. Ainsi, 
comme en toute circonstance, les moisissures ont absorb^ Toxyg^ne et ont d^gag^ de Tacide 
carbonique. 

(•) Comptes rendus ite VAcadimie des Sciences, I. LXXVI^ p. 5o6; 1873. 
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elles y respirent comme partout oil elics prennent naissance, etelles 
determinent daDS les mati^res de I'oeuf des modificatioos speciales, dif- 
ferentes de la fermentation putride. 

II. — Fermentation acide. 

J'appelle ninsi une alteration speciale dans laquelle les matieres de 
Toeuf deviennent fortcment acides. Elle differe de I'alteration par les 
moisissures et de Falteration putride par I'odeur, I'aspect, la composi- 
tion chimique, les organismes qui Taccompagncnt. Je Tai remarqu^e 
surtout dans des oeufs brouilles par I'agitation. 

L'odeur est aigre et tout a fait comparable a celle du levain de bou- 
langer qui aurait un peu vieilli. 

L'int^rieur forme .une masse homogene, de consistance butyreuse et 
de couleur jaune clair; on dirait du beurre leg^rement ramolli par la 
chaleur de I'et^. 

La reaction sur le papier de tournesol est fortement acide, tandis 
qu'elle est neutre ou peu acide avec les oeufs moisis ou pourris dans 
I'air atmospherique. 

Quand ou distille les matieres de Toeuf apres les avoir etendues d'eau, 
on trouve que le liquide condense est acide* ainsi que le r^sidu de la 
distillation, ce qui indique la presence d'acides fixes et d'acides volatils. 
Si Ton redistille le produit condense precedent, puis le nouveau pro- 
duit de condensation, et ainsi de suite, jusqu'a la cinquieme ou sixieme 
distillation, en recueillant chaque fois un tiers environ du liquide dis- 
tille, on fiinit par concentrer quelques produits alcooliques reconnais- 
sables k leur odeur, et surtout k la formation de gouttelettes huileuses 
sur les parois froides de la cornue. 

La quantity de ces divers produits contenue dans un oeuf de poule 
est trop faible pour que j'aie pu determiner chacun d'eux. Dans tons 
les oeufs oil j'ai observe la fermentation dont il s'agit, j'ai trouv^^ 
soit sur les membranes, soit dans la masse int^rieure elle-meme, 
des organismes d'un aspect particulier, que je consid^re comme 
les v^ritables ferments de la nouvelle alteration. Ce sont des ba- 
tonnets immobiles, a contours pales, a teinte homogene, articules 
deulL a deux ou isoles, dont la longueur varie entre 5. et lo^ et 
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la largeur eotre o^S et 0,7 milli^mes de millimetre. Par leurs 
dimensions et leur immobilite, ils different des bacteries des oeufs 
pourris; par leur teiote homogene, I'absence de points brillants et leur 
plus petit diamfetre, ils se distinguent des vibrions ordinaires de la pu- 
trefaction. Ils sont quelquefois meles avee des bacteries; mais, dans ce 
cas^l'oeuf a une odeur legerement putride^ et le' papier k acetate de 
plomb est noirci. 

II est vraisemblable que c'est une alteration de cette nature que 
M.Bechamp a observ^e en 1868, dans un oeuf d'autruche ; car Tauteur 
remarque que cet oeufavait une reaction fortement acide, queTodeur, 
desagr^able sans doute, n'etait point celle < des oeufs pourris ordi- 
naires, qui est horrible, ni celle des matieres animales putrefiees, qui 
est si penetrante etsi persistante * (*)• M.Bechamp n'a pas vu, d'ail- 
leurs, dans cet oeuf, autre chose qu'un « amas de granulations mol6- 
culaires » ; rien d'organise. 

L'oeuf noircissait le papier a acetate de plomb, et le gaz analyst con- 
tenait des traces d'hydrogene sulfure sans doute par suite d'une pu- 
trefaction commeuQante (^). Grace a la grande masse, 750 grammes, 
dont il disposait, M. B^champ a pu constater que le principal produit 
alcoolique etait de I'alcool ordinaire, et le principal acide volatil de 
I'acide acetique. 

III. — Production spontanee de cristaux sans diveloppement 

d'organismes. 

J'ai trouv6 des oeufs qui n'avaient eprouv^ aucune des alterations pre- 
c^dentes, et qui cependant n'etaient point restes sains. Une modifica- 
tion speciale s'etait produile, sans que j'aie pu en saisir la cause, sur 
quelques-uns seulement des oeufs, brouilles ou non, mis en experience 
k la temperature de 25 degres. La masse decomposee a une teinte jaune 



(') Comptes rendus de VJcaddmiedcs Sciences, t. LXVU, p. 5^3; 1868. 

(') Cette alteration n'est pas incompatible avec la putrefaction. Plusieurs ceufs qui 
I'avaient manifest^e, ayant ete mis dans des flacons ferm^s et lav^s avec Facide ph^nique, 
pour dtre conserves, n'ont pas tard6 k se pourrir avec tous les caract^res de la putrefaction ; 
odeur, couleur, organismes. 
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sale, une odeur de matieres animales seches, une grande fiuidite, 
malgre les aiguilles cristallines qu'elle renferme en grand nombre, 
et malgr^ les particules solides qui proviennent de la desagr6gation 

du vitellus. 

Je n'ai pu d^couvrir trace d'organismes microscopiques, ni dans 
rint^rieur, ni k la surface, ni dans I'^paisseur des membranes. 

Ce qui estsurtout caracteristique, c'est la formation de gros mame- 
Ions blancs, pouvant atteindre :i et 3 millimetres de diametre, et con- 
stitu^s par des faisceaux de fines aiguilles cristallines. Ces mamelons 
sent Dombreux sur toute la surface interne ou externe de la membrane 
de la coque; ils adherent fortement aux points oil ils se sont formes; 
les plus gros sont sur les parois de la chambre a air, et, en g^n^ral, 
partout oil Tair exterieur parait avoir le plus facile acces. 

A Vaspect microscopique et aux reactions qu'ils donnent, on recon- 
nait qu*ils sont en grande partie formes de tyrosine, melee k un peu 
d'albumine. 

Si Ton ^crase Tun d'eux sur une lame de verre, il se decompose en 
faisceaux rayonn^s de fines aiguilles, ayant chacun la forme de petits 
secteurs dentel^s sur les bords, opposes le plus souvent deux k deux 
par leurs sommets, et quelquefois group^s en ^toiles. A cdte d'eux, 
on voit des debris amorphes d*albumine solidifi^e. 

Ces cristaux sont tr^s-peu solubles dans Teau froide, solubles dans 
Teau bouillante, od ils se s^parent des matibres albumineuses, inso- 
lubles dans Talcorol et dans Tether, mais solubles ais^ment dans les 
acides et les alcalis. 

Les reactions suiyantes, qui sont caract^ristiques de la tyrosine, ont 
parfaitement r^ussi : 

i^ La dissolution jaune-orange,obtenueavecracide azotique,donne, 
par une Evaporation m^oag^e, un r^sidu qui se colore en brun rouge 
foncE par les alcalis (ScHiiREa). 

2^ Une dissolution bouillante dans Teau donne avec Tazotate neutre 
de mercure un pr6cipit6 blanc jaunatre, qui se transforme en rouge 
foncE par Taddition goutte k goutte d'acide azotique fumant; il faut 
faire bouillir de nouveau aprfes chaque goutte (Meyer). 

3^ Une dissolution dans Tacide sulfurique concentre, produite k une 
douce chaleur, prend une couleur rouge passag^re; le liquide, Etendu 
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d'eau> neutralist par la craie ou le carbonate de baryte, filtrd et 
concentre, donne avec le perchlorure de fer une coloration violette 
(Piria). 

Dans le dedoublement des matibres albuminoides, la tyrosine ^tant 
g^n^raiement accompagnee de leucine, j'ai cherch^ si ces deuxproduits 
existaient k la fois dans la masse decompos^e. Pour cela, j'ai op6r6 de 
la manifere suivante. 

Le contenu de I'oeuf a et& epuis6 par Talcool bouillant, qui devait 
dissoudre toute la leucine, puis par I'^ther, pour s^parer ce qui restait 
de matieres grasses, et enfin par une dissolution aqueuse d'ammo- 
niaque, qui a dissous la tyrosine. Et en effet, par T^yaporation lente 
de cette derniere liqueur, apres filtration, j'ai obtenu des cristaux blancs 
de tyrosine. 

L'extrait alcoolique filtr^, de couleur rouge, a ^te evapor^; le r6sidu 
traite par I'^ther a ete repris par Talcool bouillant. Apres filtration nou- 
velle et evaporation lente, il s'est depose des cristaux blancs jaunatres, 
dont la forme est celle des cristaux de leucine : ce sont de petites 
masses granuleuses, sph^roides, qui au microscope ressemblent k des 
cellules adipeuses; sur leurs bords seulement on voit leur constitution 
cristalline. 

J'ai obtenu, d'ailleurs, avec elles les principales reactions de la leu- 
cine : 

i^ En chaufi^ant avec precaution ces cristaux dans un tube de verre 
ouvert aux deux bouts, ils se volatilisent sans fondre, en donnant des 
flocons blancs tres-legers, dont les uns se d^posent sur les parois 
froides du tube, et les autres, eutrain^s par le courant d'air, voltigent 
dans Tatmosphfere. 

2^ Evapores avec soin sur une lame de platine avec de Facide azo- 
tique, ils laissent un residu incolore qui, traite par une goutte de lessive 
de sonde, se dissout faciiement; en concentrant doucement la liqueur, 
il se forme une goutte ol^agineuse, tr^mobile et ne mouillant pas la 
lame de platine ( Sch^rer). 

Les quantites de tyrosine et de leucine obtenues dans ces circon- 
stances sont beaucoup plus grandes que dans la putrefaction. II y a 
done la une curieuse transformation de I'albumine de Foeuf, qui rappelle 
celle que M. Schutzenberger a constatee pour les matibres prot^iques 
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insolubles de la levure de bi^re, lorsque celle-ci continue sa vie a ses 
propres depens, sans putrefaction (*). 

Le poids des matieres grasses extraites par I'ether est inferieur a celui 
que donne un oeuf sain ou un oeuf pourri. Au lieu de 4 grammes, poids 
minimum que ces derniers oeufs m'ont donn^, j'ai trouve dans deux cas 
les nombres ^^SSq et o^,85. Le traitement presente une particularite 
que je n'ai pas remarquee avec les autres oeufs. En agitant la matifere 
avec Tether, tout se prend en une masse gelatineuse jaunatre, et par le 
repos Tether ne se separe qu'avec une extreme leiiteur; au contraire, 
avec les oeufs sains, par exemple, il forme en pen de temps une couche 
transparente au-dessus de la masse insoluble qui se reunit au fond du 
vase. 

On pourrait croire, en voyant les mamelons qui grossissent sur les 
membranes, prfes deTair,que Talteration prec^dente doit ses principales 
modifications k Taction de Toxyg^ne atmospherique. Toutefois ce der- 
nier agent pourrait n'etre point du tout necessaire, car j'ai obtenu des 
cristaux de tyrosine, dans un tube oil j'avais enferme un oeuf avec une 
quantity tres-limilee d'air. La crislallisation de la tyrosine sur les mem- 
branes s'expliquerait alors par sa faible solubilite. 



CHAPITRE III. 

DE L'ORIGINE DES ORGANISMES QUI SE DfiVELOPPENT DANS CERTAINES 

AL*rfiRATIONS SPONTANfiES DES CEUFS. 



J'ai d^montr^ dans les chapitres precedents que les alterations spon- 
tan^es des oeufs, sauf la derni&re, ^taient correlatives du developpement 
et de la multiplication d'etres organises, bacteries, vibrions ou moisis- 
sures. II reste maintenant k r^soudre la question de savoir comment ces 



(' ) Bulletin de la SociM chimique de Paris, t. XXI, p. ao4. — Comptes rendus de VJ- 
ead^mie des Sciences, t. LXXVm, p. 493 ; 1874. 
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organismes ont apparu dans l*interieur des oeufs. Je vais examiner 
successivement les hypotheses qui paraissent a priori pouvoir rendre 
compte de ce fait. 

i^ Hypothise de la gindration spontanie. — La theorie des genera- 
tions dites spontandes a et^ si victorieusement combattue par les ma- 
gnifiques travaux de M. Pasteur, qu'il semble inutile de chercher k la 
refuter de nouveau, a roccasion des presentes recherches. Cependant 
le credit qu'elle trouve encore aupr^s de quelques savants, a propos 
nieme de I'alteration des oeufs, m'oblige a I'examiner rapidement. 

Quant auxnooisissuresyje ne croispas qu'un seul savant admette au- 
jourd'hui la production spontanee de cette classe d'organismes. Dans 
I'etat actuel de la science, on ne pent plus meme considerer comme 
possibles les transformations qu'a signalees Spring. II faut toutefois 
faire une exception pour la levure alcoolique, dont la constitution est 
celle des moisissures les plus simples. En effet, dans deux Memoires, 
le premier de 1869, le second de 1872, MM. Legros et Onimus se sont 
efforces de demontrer que, dans certaines circonstances, on peut faire 
naitre spontanement de la levAre alcoolique, ati sein de liquides sucr^s 
convenablement prepares, par exemple, k I'int^rieur d'un oeuf, oil Ton 
aurait fait penetrer une dissolution de sucre. 
Voici leur principale experience (*) : 

On enlfeve une partie de la coque d'un ceuf, pres de la chambre k air, 
en ayant soin de respecter la membrane; on plonge ensuite la region 
mise k nu dans une solution sucr^e, de faQon k faire entrer dans le 
blanc, par endosmose, une quantite notable de sucre, et Ton met Toeuf 
pendant quelques heures dans un liquide en fermentation; on le retire 
et on Tabandonne, soit k 35 degres, soit k la temperature moyenne du 
laboratoire; il est bon, dans Tintervalle, de le remettre deux ou trois 
fois en contact avec de Teau sucree en fermentation. Dans ces condi- 
tions, c au bout de deux k trois jours, disent les auteurs, mais surtout 
apres sept ou huit jours, on constate au microscope la presence dans 
le blanc d' oeuf de spores de la fermentation sucree > (^). 

(') Dans leur second M^moire, les auteurs reconnaissent eux-m^mes que les experiences 
de leur premier travail comportent des causes d'erreur, qu'ils ont cherch6 & Eloigner dans 
cette nouvelle ^tude. 

(^) Comptes rendus de I'Academie des Sciences, t. LXXIY, p. 887; 187a. 
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J'ai repete souvent cette experience, et toules les fois que j'ai con- 
veDablement lave la membrane et la coque, sur lesquelles adherent tou- 
jours des globules de levure alcoolique (*), que j'ai eu soin d'ecarter 
tous les oeufs oil s'etaient produites des dechirures apparentes ou ca- 
chees, je n'ai point trouve de levure dans Tinterieur du blanc. Et dans 
les oeufs oil des globules avaient p^netre accidentellement, les cellules 
etaient vieilles, granuleuses, k contours noirs, rappelant celles qui se 
sent usees dans une fermentation avec milieu incomplete ou qui sont 
resides longtemps en contact avec un liquide deja fermente. 

C'est qu'en eOet le blanc d'oeuf Sucre n'est point du tout favorable 
au developpement de la levure. M. Pasteur I'a montre depuis longtemps, 
et je I'ai v^rifie plusieurs fois : < J'ai ete fort surpris, dit M. Pasteur, 
dans son Mimoire sur la fermentation alcoolique^ de trouver cette ma- 
ti^re lout a fait impropre k nourrir les globules de levure de bifere. Que 
Ton dissolve du sucre dans de Talbumine d'oeufs frais, d^lay^e dans 
I'eau et filtr^e, rendue ou non tr^s-peu acide, que Ton ajoute une tr^s- 
petite quantite de levure de bifere, les globules semes ne se developpe- 
ront pas du tout, il n'y aura pas trace de fermentation » (^). Comment 
concevoir, des lors, qu'une levure alcoolique apparaisse spontane- 
ment dans un milieu oil elle ne pourrait, ni se developper, ni se multi- 
plier ? 

On pent d^montrer autrement Timpossibilite de ce fait, tout en con- 
servant les conditions fondamentales que doivent reunir les experiences, 
d'aprbsMM. Legros et Onimus, a savoir, un milieu favorable au point 
de vue chimique, un mouvement constant d'endosmose et d'exosmose, 
un renouvellement moleculaire continu. 

Ainsi, que par une difference de pression on fasse p^netrer de Ueau 
sucree dans un oeuf a coque entier^, qu'on I'abandonne ensuite dans un 
liquide en fermentation, meme apr^s plusieurs jours, on ne trouvera pas 
trace de levure alcoolique a Tinterieur du blanc ; et cependant le mou- 
vement d'endosmose a fait entrer de Talcooi a travers la coquille. 

J'ai employ^ dans le meme but Tappareil a vis qui a servi k M* Du- 

(') Les globules de levtkre adherent si fortement a la membrane, qu'il m'est arriv^ d'en 
trouver encore apr^ deux heures d'un lavage continu k Teau distill^e, sous une chute de 
10 centimetres environ de hauteur. 

(') Annates de Chimie et de Physique , 3* s^riO) t. LVm^ p. 385 ; i860. 
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mas dans ses Recherches sur la fermentation alcoolique (*). Le dia- 
phragme etait une portion de la membrane de la coque, detach^e avec 
soin d'un oeuf sain (y%« 6). Dans Tun des tubes, j'ai mis dc Feau 
sucree en fermentation, dans Tautre un melange filtr^ k volumes egaux 
d'eau sucree au dixieme et de blanc d'oeuf. II ne s'est produit dans ce 
dernier ni fermentation, ni levijire alcoolique, malgre le mouvement 
considerable d'endosmose qui y a fait passer une grande partie du li- 
quid'e fermente, malgr^ I'introduction de la matiere azot^e soluble qui 
jouit de la propriete d'intervertir le sucre, et qui, dans ce cas, a trans- 
forme tout celui du tube. 

Mais si les moisissures ni la levure alcoolique ne peuvent d*elles- 
memes prendre naissance dans des oeufs, les vibrions et les bact^ries, 
etres que Ton considbre comme plus simples et plus elementaires que 
les champignons, ne pourraient-ils pas apparaitre spontanement dans 
les oeufs pourris ? 

Les experiences et les observations que j'ai citees dans le cours du 
Chapitre I^'^ prouvent suffisamment que cette hypothfese est inadmis- 
sible. En effet, les oeufs d'une meme s^rie, agit^s ou non, ^taient places 
dans une cuvette ou dans un cristallisoir, et puis abandonnes k Tetuve 
pendant quelques semaines. lis avaient toujours meme origine et ne 
differaient les uns des autres que par I'age ou le volume; ils ^taient done 
dans des conditions toutes semblables, quant a la constitution cbimique, 
la temperature, la nature du milieu exterienr; par consequent rien n'eftt 
ete plus naturel que de trouver tons ces oeufs ^galement alter^s. Or on 
a vu eombien etait grande la difference des rdsultats, combien etait 
variee la proportion des oeufs pourris, et par suite de ceux oji s'etaieUt 
developpes des infusoires. On ne saurait compreDdre que les mati&res 
des oeufs se soient organisees spontanement dans ces derniers cas, Ian- 
dis que dans les premiers, tout semblables, elles soient restees steriles. 

D'autre part, on a vu que le melange intime du blanc et du jaune pou- 
vait rester indeflniment au libre contact de Tair pur, sans se decom- 
poser, sans donner lieu k des productions organisees d'aucune sorte, 
Et, cependant, toutes les conditions demandees par les partisans de 



(*) Comptes rendus de V Academic des Sciences^ t. LXXV, p. aSo; 187a. — Jnnales 
de CMmie et de Physique, 5* s^rie, t. ffl, p. 78; 1874. 
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rheterogenie sont reunies dans ces experiences : milieu eminemment 
complety temperature elevee, acces constamment renouvele de I'air 
atmospherique; seulement cet air est depouille des particules solides 
qu'il pourrait contenir. 

Les materiaux de Toeuf ne sont done pas capablesde s'organiser d'eux- 
memes, de facon a engendrer des bacteries ou des vibrions. 

Dans un travail publie recemment (*), M. Onimus conclut pourtant 
de ses experiences t que des proto-organismes peuvent naitre et se 
developper dans des liquides albuminoides, mis k I'abri de I'air >» 
c'est-a-dire ^ I'abri des impuretes de I'air atmospherique. Les re- 
cbercbes de ce savant ont porte sur le sang et sur le blanc d'oeuf. Par 
une disposition qui rappelle, avec plus de complication, celle que j'ai 
indiquee page ^45 et suivantes, il a fait aussi passer ces liquides ^ 
r^tat naturel dans des ballons de verre, et les a exposes au contact de 
Tair pur. Dans ces experiences delicates, toute complication doit faire 
augmenter les precautions; or jVI* Onimus en a-t-il pris assez? On pent 
se demander, par exemple, si le coUodioa qu'il applique sur la coque 
de I'oeufy k I'endroit oil il enfonce le trocart, ne renferme pas des or- 
ganismes; si le coton carde destine k filtrer I'air a ete cbauffe sufB- 
samment dans toutes ses parties; si enfin I'air, en se reuouvelant par 
aspiration, n'apporte pas avec lui, jusque dans le liquide, quelques- 
uns des germes qu'il contient. De plus, M. Onimus fait bouillir dans 
ses ballons de I'eau contenant du phosphate d'ammoniaque et du chio- 
rure de sodium, liquide legerement alcalin; peut-etre les germes depo- 
ses sur les parois n'ont-ils pas ete tues. M. Pasteur a montre en effet 
que, pour obtenir ce resullat avec les liquides alcalins, il faut une tem« 
perature superieure li loo degres. 

M. Onimuscited'ailleurs deux experiences sur quinze, dans lesquelles, 
au bout de dix jours, il n'a pas trouve de bacteries. II est peu probable 
que I'addition de sucre dans un cas,et que la petite quantite de matifere 
introduite dans le second, soient les causes de I'absence de proto-orga- 
nismes. Ne se pourrait-il point que ces deux experiences fussent les 
' seules dont il fallut tenir compte? Le fait que M. Pasteur a conserve 
pendant des annees du sang pris directement dans les veines, que moi- 

(* ) Comptes rendus de V Academic des Sciences, t. LXXIX, p. lyS ; 1874. 
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mSme je conserve, depuis plus de vingt niois, des matiferes aussi alte- 
rables que le blanc et le jaune d'oeufmelanges, au libre contact de I'air 
pur, meme de Tair pur renouvele par aspiration, ce fait permet de 
penser qu'avec des precautions convenables on peut toujours eviter 
Tapparition spontanee d'organismes dans ce genre d'experiences. 

2** Hypo these de devolution des microzymas en bacteries, vibrions^ etc. 
— On sait que M. Bechamp explique tons les pbenomfenes de fermen- 
tation par Taction de granulations moleculaires mobiles, qu'il a appe- 
lees microzymas; ces granulations, qui ont, d'aprfes lui, une existence 
independante, auraient la propriete de produire des transformations 
chimiques, soit toutes seules, comme dans la decomposition des oeufs, 
soit parallelement aux proto-organismes qu'elles engendrent, comme 
dans la fermentation 4actique. 

Or, selon M. Bechamp, il existe des microzymas dans les oeufs, et 
surtout dans le jaune; on peut done se demander si les alterations spon* 
tanees des oeufs ne sont pas dues a Taction de ces sortes d'elements 
figures, et si, dans les cas ou Ton observe des bacteries, des vibrions, 
cesorganismesne resultent pas d'une transformation des microzymas : 
telle serait en effet Thypothese de M. Bechamp. 

Quelles que soient la forme et les dimensions des microzymas, puis- 
que ces ferments existent normalement dans tous les oeufs, des oeufs 
places dans des conditions semblables devront donner les m^mes resul- 
tats. On a vu, au contraire, combien les resultats variaient, on a vu 
que, mdme dans les meilleures conditions de transformation, aucun 
organisme n'apparaissait dans les matiferes restees saines. La theorie 
des microzymas n'explique done pas plus les alterations des oeufs que 
les phenomfenes ordinaires de fermentation; ces granulations, malgre 
leur existence propre, n'ont point la faculte d'agir k la faQon des 
yeritables ferments, ni de s'organiser en bacteries ou vibrions (*). 



( ' ] Dans la Note que M. Bechamp a public k I'occasion de mes observations sur les alt^ 
rations spontan^es des oeufs, Tauteur dit : 

a J'affirme que, nulle part, bien que M. Gayon me le fasse dire, je n'ai soutenu que les 
microzymas de Pci?/// ^voluassent en bacteries ou produisissent des cellules de leviire alcoo- 
lique. (Comptes rendus de l^Jcademie des Sciences, t. LXXVII, p. 6i3; 1873.) 

Yoici le texte de la phrase ^ laquelle fait allusion mon savant contradicteur : 

t Contrairement i ce qui a ^t^ annonc^ par M. B^hamp, les granulations, qu*il appelle 
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3® Hypothdse des germes. — Nous venoDS de voir que les organismes 
qui apparaissent dans certains oeufs gates ne soot point nes spontane- 
ment aux depens des matieres de ces oeufs, et qu'ils ne resultent pas 
non plus de la transformation de ce qu'on appelle microzymas; il faut 
done qu'eux-memes ou laurs germes soient arrives h, un moment quel* 
conque j usque sur les membranes ou dans le blanc. 

Deux hypotheses peuvent expliquer leur presence dans les oeufs : 
ou bien les germes et spores ont traverse la coque, I'oeuf etant pondu; 
ou bien ils existaient dans I'oeuf dfes la ponte, et alors ils ont dA etre 
recueillis dans Toviducte. 

Pour rechercher la part d'influence de la premiere hypothbse, il 
faut ^tudier la penetrabilite de la coque pour les divers etats des corps. 

Pdndtrabilite pour les gaz et les liquides.— Les gaz traversent trfes-fa- 
cilement les enveloppes des oeufs; ce fait, observe depuis longtemps 
par Reaumur, resulte de la production de la chambre k air par 6vapo- 



microi^/nas, Bont impuissantes k 86 transformer en bact^ries ou vibrions, non plus qu*en 
globules de leviire alcoolique. » (Comptes rendus de V Academic des Sciences^ t. LXXVII, 

p. ai4.) 

Ainsi, comme on le voit, je n*ai pas dit et je n*ai pes voulu dire que M. B^hamp a vu 
les microzymas de Vceuf ^yo\\k&t en bact^ries. Comment aurais-je pu lui prdter cette as- 
sertion, puisque M. B^hamp, qui admet pourtant Texistence normale des microzymas dans 
les oeufs, n*a jamais constati^ la prince d'organismes dans les oeufis altdrds? Mais^ lors 
m^me que j'eusse 6mis Tid^e dont il s'agit, M. B^hamp pourrait-il dvec raison m'en ac- 
cuser ? Ne lit-on pas, en effet, dans un travail fait en commun avec M. Estor, et public en 
187a, Sur le rdle des microzymas pendant le diveloppement emhryonnaire : c Dans le foie 
(d'un embryon mort) on trouve des bact^ries k tous les degr6s de d^veloppement : micro- 
zymas isol^s et mobiles en foule, grand nombre d'associte, petites bact^ries, moyennes et 
grandes; il est impossible de ne pas les considdrer comme les divers degr^ du d^veloppe- 
ment d'un mtoe ^tre. » (Comptes rendus de VAcademie des Sciences^ t. LXXY, p. 96a.) 

Ce que j'ai combattu dans ma Note et ce que je combats encore, c'est la th^rie g^n^rale 
de M. Bdchamp : revolution des microzymas en bact^ries ou en leviire alcoolique. Cette 
thtorie se rencontre k chaque instant dans les travaux de M. B^hamp. La phrase que je 
viens de citer le prouve sufiBsamment pour revolution en bact^ries ; la phrase suivante me 
jusUfie pour revolution en levAre alcoolique : c En fait, leg ferments organises se r^duisent 
k trois types : le type cellule, dont la leviire de biere est Texemple classique, le type bac- 
terie et le type microzyma. Or, dans les experiences de la Note que je viens de r^sumer 
(Note prteentee k T Academic sous ce titre : Conclusions concernant la nature de la mire 
de vinaigre et des microzymas en gdnSral), les choses se sent passees comme si le micro- 
zyma, certaines conditions favorables etant donnees, etait le facteur et des bacteries et des 
cellules. » (Annales de Chimie et de Physique^ 4* serie, t. XXm, p. 443 ; 1871 .) 
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ration d'une parlie de I'eau de ralbumine, et des coDditions memes du 
d^veloppement embryonoaire, pendant lequel la respiration du poulet 
determine un echange incessant de gaz entre I'exterieur et Tinterieur {*); 
nous savonSt d'ailleurs, qu'en faisant le vide au-dessus d'un oeuf plonge 
dans I'eau, les gaz sortent en bulles nombreuses par une multitude de 
pores. . 

La p^n^trabilit^ de la coque par les liquides est tout aussi bien Sta- 
bile. Tai donne plus haut des tableaux indiquant les augmentations de 
poids qu'on obtient en faisant penetrer de Teau dans des oeufs d'4ges 
diffi6rents, et dans des oeufs brouilles ou non. Des liquides plus denses 
queTeaUy tels que des dissolutions sucrees k lo ou ao pour loo, s'in- 
troduisent avec la memo facility. 

MM. Baudrimont et Martin Saint-Ange ont etudi^ la disposition des 
pores des oeufs; ils ont remarque que ceux qui laissent passer les plus 
grosses bulles de gaz dans le vide sont gdminds, c'est-a-dire reunis deux 
a deux, et que ces poreiJ gemines se trouvent repetes generalement 
quatre fois sur la coquille (^). Je crois que cette disposition est loin 
d'dtre g^n^rale. 

Pour recbercher la disposition des pores de la coque, j'ai fait pene- 
trer dans des oeufs, a Taide du vide, des liquides color^s, tels que Tencre 
ordinaire. La surface exterieure est restee teintee sur toute son ^tendue, 
mais avec une nuance plus foncee a Tendroit des pores. La membrane 
qui tapisse la surface interne a ete criblee de petites taches noires plus 
ou moins larges, irreguli^rement distributes, et situ^es exactement au- 
dessous des points noirs qui indiquaient les pores k la surface externe; 
en d'autres termes, les dessins de la membrane etaient exactement su- 
perposables aux dessins de la coquille. Gela prouve que les pores sont 
droits et perpendiculaires a la surface, et non, comme Tindique 
Wittich, tortueux et obliques ('). 

D'un oeuf a 1' autre, le dessin des taches varie; dans un meme oeuf, 



(*) Foir pour T^tude de la respiration de rembryon les/ recherches chiroiques de 
MM. Provost et Dumas {Diciionnaire des Sciences naturelles, t. XII, p. iia), et de MM. Bau- 
drimont et Martin Saint-Ange (Recueii des Savants Strangers ^ t. XI, p. 469. — Annates de 
Chimie et de Physique, 3* s^rie, t. XXI, p. igS). 

(') M^moire cit6, Ann,, p. 245. 

(*) Ch. Robin, Histoire des veg^taux parasites, etc*, p. 556. 
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on observe des taches de dimeDsions variables, mais rien qui paraisse 
correspondre aux pores gemines doot parlent MM. Baudrimont et 
Martin Saint-Ange (*). 

Penetrability pour les elements figures soUdes. — Le diam^tre des pores 
de la coqiiille des oeufs pourrait etre assez etroit pour laisser passer les 
gaz et les liquides, sans laisser entrer les corps solides, meme les plus 
petits; aussi ai-je cherche directement si certains elements organises 
pouvaient penetrer dans les oeufs. J'ai mis, par exemple, des oeufs de 
poule dans de I'eau sucree en fermentation; j'ai fait le vide, puis reta- 
bli la pression exterieure; je n'ai point vu de globules de levure de 
biere sur la surface interne de la coque. Or les plus petites cellules 
isolees avaient au moins 5 milliemes de millimetre de diametre; on pent 
done conclure que le diametre des pores ne depasse pas en general cette 
limite dans les oeufs de poule. 

Panceri a demontre, et j'ai verifie apr^s lui» que des moisissures peu- 
vent penetrer dans les oeufs en venant de I'exlterieur. Si le diametre des 
pores par ou se fait le passage est celui du mycelium, il serait egal k 
I ou :2 milliemes de millimetre pour les filaments de moisissures que 
j'ai observes; mais si Ton suppose, ce qui serait possible, que les fila- 
ments s'allongent et s'amincissent pour passer, le diametre des pores 
serait inferieur au nombre precedent. 

Quoi qu'il en soit, plusieurs des pores ont un diamMre superieur a 
celui des bacteries ou des vibrions; car, si Ton fait entrer dans des 
oeufs, par difference de pression, de Teau chargee de ces organismes, et 
qu'on observe ensuite la surface interne de la coque, on retrouve de 
petits batonnets identiques ^ ceux du dehors. 

Yoici un exemple : 

Nombre d'organismet 
Poids des oeufs Liquide observes 

N^'* d'ordre. sans liquide. introduit. eutre coque et membrane. 

fr fr 

1 56,37 ^196 200 

2 56,75 0,69 75 

3 ^^i79 ^>4> 4^ 

4 4^>i4 ^ S^ 200 

(') En injectant d'abord une dissolution de perchlorure de fer, puis une dissolution de 
cyanoferrure de potassium, la masse enti^re du blanc et m^me la p6ripb^rie du vitellus ont 
^t^ colorto en bleu. L'injection avait p4n6lr6 plus profond6ment qu'avec Tencre, sans doote 



REGHERGHES SUR LES ALTERATIONS SPONTAN^ES DES OEUFS. 289 

Ces orgaDismes, comme ceux du liquide, sont des bacteries mobiles 
et des bacteries immobiies. lis ont ^te comptes par champ , par le pre- 
cede dont j'ai parl6 k la page !234- Onyoit qu'il n'y a aucune relation 
entre le poids du liquide et le nombre des organismes ihtroduits; cela 
s'explique par les differences de diam^tre des pores d'un oeuf a I'autre. 

Ainsi les pores de la coquille sont assez larges pour etre traverses 
dans ces conditions paries plus petits des infusoires; mais ce qui est 
remarquable, c'est Tinfluence du mouvement propre de ces dtres sur 
leur penetration dans Tceuf. 

J'ai pris, par exemple, huit ceufs pondus depuis quinze jours; dans quatre de 
ces oeufs, j'ai fait p^neirer, par difference de pression dans le vide, de Teau de 
levAre contenant des bacteries immobiies, et dans les quatre autres un liquide 
oil s'etaient developpees des bacteries mobiles, de mdme dimension, Les 
oBufSy laves et essuyes» ont ete ouverts et examines en faisant de nombreuses 
prises sur le plancher de la chambre a air, sur la surface interne de la coque, 
sur la surface externe des membranes*! Le tableau suivant donne, pour 
dix champs, les nombres maxima et minima observes dans les deux cas, avec 
un grossissement de 5oo diametres. 

Nombres maxima. Nombres minima. 

N<>' Bactdries mobiles. Bacteries immobiies. Bact^ies mobiles. Bacteries immobiies. 

1 800 3o I I 

2 20 20 o o 

3 200 i5o 20 o 

4 too 3o o o 

Totaux. ... 1 120 23o 21 I 

Moyennes .280 57 1 5 7 i 

La difficulte qu'eprouvent les organismes immobiies k traverser la 
coquille d*un oeuf, meme lorsqu'ils sont entraines avec force par un 
courant liquide et pousses par une difference de pression de plusieurs 
decimetres de mercure, permet de prevoir que, si cette force d'impul- 



parce que la surface ext^rieure de la coque avail ^t^ un peu dissoute par le perchlorure de 
fer. J*ai cherch^ en vain, par des coupes faites dans des ceufs cults apr^s injection, si les 
liquides avaient suivi des canaux sp^ciaux ; je n*ai remarqu6 qu*une masse homog^ne. Je 
dois toutefois ajouter que Texp^rience aurait besoin d'etre reprise en faisant varier les li- 
quides ii^ect^ et les conditions de Tinjection. 

Annt^iei (fe Vtcolf Nor male, a* S^rie. Tome IV. 3 7 
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iian n*OxiiiUil paSi i) laur ser^it irbs-difficilet sinon impossilile, de 8'in- 
tradulrfi d^ouH^mimos dans Tint^rieur des oeufs. Cest aussi ce que 
prottVQ roxp^rienot) directo* uon-seulement avec des bacteries imaio- 
Ml^i mi^ii onoorci avec des bactdriea mobiles. 

Le ^ avriK j^ai ml^ dans de reaudo levAre renfermani des bacieries mobiles 
01 immobUes six ii>ul^ achei^s dans le commerce. Us y soni resi6s success!- 
Y0UieiU i» ^% !t» 4» 6 el 7 jours : dans aucun je n*ai vu d'organismes. Ainsi, 
malci^ 1^^^ roobiUld proprei e| malgri le mouvemeni endosmoUqqe qui a fail 
|><^n^lrf^r du Hqutde exl^rieur> ces bacieries n*oni pu iraYerser la cqquille a 
U pr<>sslon ordinaire. 

Ce Hawltal rend compte d'un fiiit que j*ai remarqa6 bien des fois : 
aoiiYt^nl le Uane des a>a& gjilds suinUit par tous les pores de la coqoille 
^t m r^paiidaU aiir les oMifs Yoisins et sur le fond des vases. Les ceofs 
qui rtfioseaiMi aiir c^ liquide putride et renpli d*orginismes ne s'sl- 
l^r^ienl point* in^ino apr^ plnsieors swmiiiies. 

Si Hiaiiitenaiil nous eon^idi^rons que sur des ceofe naiurek il n'existe 
qn^" de9 or^jani^we^ de$$ikh^« toujours imniobiles et sooTent moils, 
non^ YOYOii$ que* en abandonnani te$ o^al$ ii enx-aieaie:s^ tears coqaes 
n^ s;^nt point tn |(<^n#rtl Iraversi^ par des fervios pouTaAt expliqiier 
Imr^ tlttktilion^. 

Ike<^ iiie^$i$$nres s>eiile$« d«ns eertaines conditions dTliiuaiAte, pen- 
Y^nt ^s^ttMW $nr In t^oqnillo et pe netr w ensnite jnsqnli llntefknr de 
toNilT^ nMA$ non$ ^x^^ns xn qn'il s^'en dmtkffie nwsi tot ct e m eal dnns 
|i^ Mnn^ (^)x f^r <MMi$i^nent» b penie4amliilite tie In cnqno ne snfii pns 
y»nr r»n<lr» wni|^ A» Texbtemet^ et Ai Jwe loppei t nt nNmnr dTetew 



(^' )> t rnim n ii ^ i» llaii^^ <lini; aa» m n ainl i ka h iii ri l iL ini ■n i iinm w iMT a— wt 6i n^m 
«Jli> ^^ai ^^ 4 Hr^ laadtoi Hf*>*^tt^ aMaia q^ 

oiMiMfctik Jlfc>t>i^i^ ai»tt>Mdfc> dhfc liiaiiMfaMMi Mfc ^ MBliMr 

%QirtJl^tai QM«tti» ^lf>iit:^ai«a^4b tMhu^^a^ Qi:Ki9^tttimi.^q^rttit<j)»Q«»tiiitas;.aDnR4atDH^ 
ltaiifc4Hft>iy»'»iit^^a>efe*fl^yw^ aHg!^.^f ipaeiia gii*- 

iiiHi)» ^HMiiite tftiMtfc^t: ^>aMMh- *i^ tiMMi^ ifliJIawTi In OMBwfiatte nixail# 4^ 

^|iMa^ oalMatMi' im^ mtawk ^imtt^ te^ l N n i a>> ii 8v . a^ tiinnraioi^ «ia» <fins in ow in 
gia»ftMiwn>lii^. »»i^4ste» taw<gt%mii^^imfc tanJBT <» iwwwawarf. ea^w^iniayiftBi^tir ifc 
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organises dans les oeiifs ^usceptibles di^ s'alt^rer; par cdntre, tous les 
faits observes ^tablissent de la ifnati^re la plus certaiDe que ces dtres 
ou leurs germes ont et6 recueillis par Toelif pendant sa formation et 
son mouvement dans Toviducte. Noiis allohs mainteiiant en ddnnei* 
les preuves. 

On ne saurait comprendre abtrenient la presence dan^ les deltii^ de 
certains organismes que Ton y trouve accidentellement, outre les 
bacl^rieSy les vibrions et les moisissures. Ainsi, d'apr^s Burdacb, on 
aiirait trouve des vers dans les intestins d'embryons, et des Entozosiires 
auraient £te vus par £schhol2 dans des oeiifs de poule {*). Poucbet rap- 
porte que M. Jofly a observe des Infusoires ciliSs dans le jautie d'oeuf ('). 
M. Davaine a bien voulu me montrer tin ver trouv^ dans un osiif par 
M. Ghatin. Ce ver, long de plusieurs centimetres, a (§te d^tdfmin^ pslr 
M. Davaine : c*est Vasccais de la poule ; il venait evidemment du tubfe 
intestinal, avait traverse le cloaqueet s'etait £leve dafas le cailal vecteur. 
Moi-mdme j'ai trouve dans un oeuf pondu k liion labohltdire, sur le 
flanc, entre la coque et la inembraile, une plage de 2 centimetres 
'environ de diamfetre, cbiivefte d'une couche ^pai^se de levAre alcoo- 
lique vieillie Ifig. i3). La pdule A* oh il venait vivait dans une cour 
oil Ton repandait souvent de la levfire de bifere. 

D'ailleurs Taptitude de Toeuf a recueitlir les corps etrangers qu'il 
rencontre k la surface de Toviducte est prouv^e par beaucoup d'obser- 
vations. On cite des oeufs qui contenaient des plantes, des pierres, des 
grainesy des insectes, etc. (^). Moquin-Tandon appelle ovum heteryhan 
tout oeuf renfermant un corps etranger. M. Keiset me communique le 



coque est humide, ne peii?eiit que oovrir dans la coacbe liqnide 0^ elles viTeot ; n rien ne 
les y force, elles n'en peuvent sortir, surtout pour traverser la colonne] gazeuae qni remplit 
cfaaque pore d'an (Buf et qui pour elles, eu ^gard k leurs petites dimensions, est d*une lon- 
gueur considerable. Les moisissures sont comme les racines des plantes qui s'enfonoent 
d*elles-m6mes dans les terrains les plus dura; les bact^ries sont comme les poissons qui ne 
sortent jamais de leur element. 

(') BuRDACH, Traite de Physiologte, traduction Jourdan, t. I, p. 3i ; 1887. 

(') PoucHvr, EmbrjrogSnie des Infusoiret ciii^s. (Comptes rendus de V Academe des 
Sciences^ t. UX, p. 276; 1864.) 

(') Voir M oquiN'Tendon , Memoire sur l*Oologie (Mem, de la Soc, Unndenne de Paris, 
t. m, p. 69-71 ; 1825.— Davaine, Mi^m, sur les anomalies de Vaeuf (MSm, de la SociSi^ 
de Biohgie pour i860, 3* s^rie, t. U, p. a4s.) 

37. 
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fait d'une patte de hanneton qu'il a tronvee enveloppee de blanc dans 
an cBuf cait moa. Cetait au printemps d'une annee oil les hannetons 
etaient tres-nombreux. J*ai observe frequemment des masses grises, 
irreguli^res, de :2 a 4 miUimetres de diametre, qui nageaient dans 
r^paisseur de la couche albumineuse : c'etaient des cellules albu- 
minipares d^tachees du canal Tccteur, que le blanc avail englobees 
an moment de sa secretion , et qui avaient subi une sorte de degene- 
rescence graisseuse. Ce fait s'est presente surtout avec des ceufs non fe- 
cond^s. 

L'examen direct de Toviducte justifie completement notre hypothese. 

Dans Tespfece de la poule, on sait que le canal vecteur^ long de 
So centimetres environ, se divise en plusieurs regions, dont chacune a 
sa fonction speciale. Le vi tell us recueilli par le pavilion parcourt ra- 
pidement les 6 ou 7 premiers centimetres de Toviducte, et s'engage 
dans une region couverte de cryptes nombreux qui deversent a sa 
surface an liqaide albumineux tres-abondant. A mesure que I'oeuf des- 
cend dans la trompe, il se recouvre d'une serie de couches de blanc, de 
densites sans cesse decroissantes. Son mouvement, a la fois de transla- 
tion et de rotation spirale, tord en tire-bouchons les couches albumi- 
neuses situees a ses deux p61es : ainsi se forment les ligaments connus 
sous le nom de chalazesj destines k retenir le vitellus suspend u et flot- 
tant dans un milieu plus dense que lui-meme. La portion albuminipare 
du canal vecteur est longue de a5 centimetres environ, et Toeuf met 
deux ou trois heures h la parcourir. Quand il en est sorti, il a deja la 
forme ovoide qui le caract^rise. 

La region que traverse ensuite Toeuf est longue de 10 centimetres 
environ ; c'est 1^ que se forme la double enveloppe fibreuse qui porte 
le nom de membrane de la coque. Cette formation dure de deux h trois 
heures, aprte lesquelles Toeuf, continuant k progresser, arrive dans la 
region qui doit lui fournir la coquille. 

Cette partie de I'oviducte est beaucoup plus courte que les autres; 
elle a juste la longueur de Toeuf ; elle se distingue par la forme des plis 
de la muqueuse, qui sont ianceol^s, saillants et tres-press^s. Apr^s cinq 
ou six heures de sejour dans cette region, la coquille est presque entie- 
rement constitute; elle a d^jk une grande resistance. Gependant Toeuf 
ne la quitte qu'aprfes y 6tre reste vingt-quatre heures environ. 
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II est alors pouss6 k travers la portion vagioale de roviducte, jusque 
dans le cloaque, dont les parois fortement contractiles ne tardent pas 
a Texpulser au dehors. 

J'ai ouvert plusieurs poules pour rechercher si des organismes venus 
de Textdrieur pouvaient remonter le canal vecteur, et jusqu'a quelle 
profondeur ils pouvaient penetrer. 

(a). Examen d'unepoule qui n' a jamais pondu.—kvec une baguette et une 
goutte d^eau distill^e, je lave un point de la surrace du cloaque, et j'examine 
la goutte au microscope ; c'est ainsi que j'ai explor6 successivement les di- 
verses regions de Voviducte dans toutes les poules que j'ai ouvertes. Dans la 
preparation, je trouve au milieu de cellules pavimenteuses, dont quelques- 
unes sont r6duites k leurs noyaux, environ vingt bfttonnets par champ ; ces 
bfttonnets sont immobiles, mais s'infl6chissent quand ils sont entratn^s par les 
mouvements du liquide; leur longueur est de quatre k cinq milli^mes de mil- 
limetre. Sur la surface du canal vecteur, je n'observe point d'organismes. 

(6), Examen d'unepoule qui a pondu trois teufs.-- Surhce du cloaque : cel- 
lules allongees, a noyau tres-visible ; organismes varies et nombreux, chape- 
lets de grains, b&tonnets articul^s, filaments longs et ^troits, articul^s, dont 
la longueur d6passe iV de* millimetre {Jig. i4)« — Surface de Toviducte, kn cen- 
timetres du cloaque : cellules k cils vibratiles, cils detaches, organismes de 
memes formes que ceux du cloaque, mais moins ^ombreux.— A la base de la 
region ou se forme la coque : cils detaches nombreux, organismes semblables 
a ceux du cloaque, sauf les longs filaments, environ un par champ. — Au-des- 
sus de ce point| pas vu d'organismes. 

(e). Jvec une poule pondeuse dijA vieille, mSmes resultats qu'avec la pre- 
cedente; les organismes du cloaque sont seulement beaucoup plus varies. 
J'observe, en eflTet : i"* des bfttonnets tres-courts et tres-fins, rappelant le Bac- 
terium termo, immobiles; a^ des bfttonnets analogues aux vibrions jeunes de 
la fermentation butyrique, avec de fines granulations, mais immobiles; 3" de 
longs filaments immobiles; 4** des spirillum tournant lentement sur place; 
5"" une amibe dont la forme change a chaque instant ; &" des sortes de spores 
vieilles, ridees, k doubles contours fortement accentues {Jig. i5). — Les or- 
ganismes qui ont remonte le canal vecteur sont surtout de longs filaments. 

((/). Autre poule pondeuse.—Sur le cloaque : pen d'organismes, mais quel- 
ques cristaux en plaques rhomboTdales, rappelant certaines formes de I'acide 
urique. — Sur la surface de I'oviducte : organismes rares; k lo centimetres en- 
viron du cloaque, je trouve une grosse spore oblongue, ayant un appendice 
caudal, et separee par trois cloisons transversales en quatre loges k vacuoles; 
la longueur totale de la spore est de quatre centiemes de millimetre, et sa plus 
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grande largeur de seize milliimes de millimetre. Cette spdre ressemblant 
beaucoup a ceiles que produiseni certaines moisissures parasites du bl^, 
telles que le Puccinia graminisy je tamise le grain, melange d'avoine et de ble 
alt6r6, qui sert de nourriture a mes poules, et j'observe dans la poussi^re ainsi 
obtenue une grande quantity de spores, parmi lesquelles ceiles du Puccinia 
graminis, et d'autres tout a fait semblables k la prec^dente. Ainsi s'explique 
I'orlginede cette derniere. — Sur la surface de la muqueuse ou est s6cr6t6e la 
coque, j'ai vu trois spores allongees, fusiforraes, un peu verditres, de6k 8/x 
de longueur et de 3/x environ de largeur, plus un long filament a contours 
bien parallel es, de ao/x au moins de longueur, et qui se disiingue tr^s-nette* 
ment des cils vibratiles d^tach^s, avec lesquels de plus petits organismes potir- 
raient ais^meni se confondre {Jig. i6). 

(e). Je citerai une dertiiere obsertration. A ib Centimetres du cloac(tle, dtfii^ 
ude pouiB potideuse^ j'ai trduTe dc^ux longd filaments organises, ayadt pr^s de 
I milliniitre de longtleur, ei ressemblant beaucoup k ceux de la poale (6 ). Ges 
organismed, qui difffiralent compI^tenifeAt de c^ut dU doaqiie, ^taietit acedlri* 
pagn6s de spores roDdes> brunes, de 2fA environ de diametre^ a Taspecl un 
pea vieux. 

Dans toutes ces observations, je me suis attache k nd eonsidS^er 
comme de veritables organismes que des articles en filanHdnts qui se 
distinguaient nettement des cils vibratiles isol^s, soil par letirs forttteS, 
soit par leur longueur et le parallelisine de Idurs contours. A mesure 
qu'on p^n^re plus avant dans I'oviducte, I'observation devient,en effet, 
de plus en plus difBcile, si on la veut certaine, parce que les organismes 
sont plus rares, plus courts, plus pales que dans les regions inf^rieures; 
ils sont, par consequent, plus semblables aux cils vibratiles. 

Ainsi, dans les poules qui pendent, les organismes qui vivent k la 
surface du cloaque peuvent remonter k des hauteurs variables dans 
Toviducte. Dans Ids poules vierges, le cahal vecteui^ p^rait dii eomtHu- 
nication plus difficile avec le closique, et les organismes ne tfaveri^ent 
pas Torifice etrangle qui les s^pare. 

Si Ton tient corapte de la difficult^ de Tobservation, et si Ton re- 
marque, d'ailleurs, que des organismes nets, filaments, batonnets ou 
spores de moisissures, p^netrent, dans quelques cas, jusque dans la 
region de Toviducte oil se forme la coquille, c'est-k-dire jusqu'k lo et 
1 5 eentim^tres du cloaque, il est vraisemblable que les germes de ces 
organismes^ on mdme de petits organismes, peuvent s'ilever beaucotip 




RECHERCHES 8UR LE8 ALT^RATIOITS SPONTANl^ES DES OCUFS, fgS 

plus haul, jusquedans les points oil se forme la membrane coquilli^re, 
et m6me Talbumine, bien que Texamen microscopique soit generale- 
ment impuissant k les y montrer. II en r^sulte que Tceuf, pendant la 
formation de ses divers ^l^ments, pent recueillir, ou non, suivant les 
circonstances, des organismes ou leurs germes, et porter en lui, par 
consequent, dfes qu'il est pondu, la cause d'alt^rations ult^rieiA*es. 

On voit, en meme temps, que le nombre des qaufs susceptibles de 
s'alterer, variera d'une poule k I'autre, aussi bien que dans une meme 
poule, puisque les organismes qu'on observe sur Toviducte s'^l^vent k 
des hauteurs variables. 

Mais tons les oeufs qui renferment des organismes, ou leurs germes, 
ne s'alt^reront pas n^cessairement plus tard; outre qu'il faut pour cela 
qu*ils soient places dans des conditions convenables de temperature, 
d'bumidite, de milieu, il est probable que plusieurs de ces germes, ayant 
e^e trapspqrtes acciden|ellemeat et ayant sejourne dans un milieu qui 
ne leur 6tait point destine, ont perdu leurvitalite. 

Ainsi s'expliquent tr^s-rationnellement les diffi§rences si grandes 
dans les r^sultats qu'on obtient, quand on abandonne des oeufs brouilles 
ou non k leur alt^^s^^ion spontanee. 

Les observation? qui precedent sufBraient pour etablir que les oeufs 
qui se gatent ont pris leurs germes d'alt^ration dans Toviducte de la 
poule; mais voici une experience qui a le caract^re et la force d'une 
demonstration, car elle montre qu'on pent augmenter, presque k vo- 
lenti, le nombre des oeufs susceptibles de putrefaction. 

A Taide d*une petite serlngue, j'ai fait une s^rie d'injections d'un liquide 
contenant envirod cinq cents bacteries mobiles et immobiles par champ, dans 
Toviducte d'une poule que j'avais s^paree du coq, afin que I'experience ne 
tiki point troubiee par le rapprochement de ce dernier. Le tableau suivant 
iqdique les injections faites et les oeufs recueilUs : 

11 juin.. . . Injection de 2<^,5 de liquide. 

12 » ... OEuf n® 1. 

Injection de s^^^'yS de liquide, quatre heures aprds la ponte de 
I'oeuf precedent. 
f4 » ••• Injection de a'^S 5 fie liquide. 
i5 j> ... pEufn«2. 

Injection de 2*^,5 de liquide, une lieure apres la ponte. 
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17 I) 
18 



i> 



20 



16 Juin Injection de 2**, 5 de liquide. 

... 0Eufn«3. 

Injection de 2«,5 de liquide, six heures apres la ponte. 
... OEufn*>*. 

Injection de s^^^S de liquide, cinq heures apres la ponte. 
. . . ORut n* 5. 

Injection de 2^,5 de liquide, trois heures apres la ponte. 
Cette injection est ia derniere. 
... (Kufn*6. 
... (Kufn*7. 
27 » ... OEuf n» 8. 
29 9 ... OEuf n^" 9. 
i^juillet. OEuf n» 10. 

3 » . OEufn<»ll. 

4 » . OEuf n"* 12. 

Tons les OBufs sent mis dans un crisuliisoir que je recouvre d'une lame de 
verre, et que je laisse dans une salle exposie au soleil. Les demiers oeufs 
ouyens I'ont 6x6 le 16 aoAt. lis out donn6 les r^uluts suivants : 



22 

24 



D 



NO" 

1 Pourri ; bacteries. 

2 Id. Id. 

3 Id. Id. 

( Sain. 

5 Id. 

6 Pourri; bacteries. 



7 Sain. 

8 Id. 

9 Id. 

10 Pourri; bacteries. 

11 Sain. 

12 Id. 



II y a done eu cinq ceafs gates sur douze; mais on pent decomposer 
la duree de la ponte en deux p^riodes : la premiere qui correspond aux 
six premiers ceafs, et pendant laquelle j'ai fait des injections fr^qaentes 
de bacteries; laseconde, qui correspond aux six demiers oeufs, et pen- 
dant laquelle il n'a 6te fait aacune injection. Or, pendant la piriode 
des injections^l quatre ceufs se sent gates, taudis que dans la suivante 
an oeuf seulement s'est gate. L'influence de Tinjection est manifesto. 
J*ajoaterai que trois ceufs pondus par la meme poule, les :i3, :i6 et 
27 juillet, examines le i6aout, ^taientrest^ aussi parfaitement sains. 

Done LES ORGAHISMES QUI SE DEYELOPPElffT DAVS i:.ES OBDFS GAT^ 
OHT POUR OBIGIHE LES GERMES RECUEILLIS SUR l'oYIDUCTE, PEVDAHT 
LA SECRdriOir DU BLANC OU DES EHVELOPPES. 
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Dans les cas ordinaires, les organismes deposes a la surface du canal 
vecteur ne trouvent pas un ensemble convenable de conditions phy- 
siques el chimiques qui leur permettent de se multiplier. Si ces condi- 
tions deviennent favorables, ils peuventy prendre un developpement 
capable de desorganiser la muqueuse de Toviducte et de determiner la 
putrefaction de tout ce qui est arrete dans le canal. Ainsi s'expliquent 
les r^sultats obtenus par Geoffrey Saint-Hilaire. 

ATinterieur d'un oeuf maintenu pendant douze jours dans Toviducte, 
afin d'y provoquer, si possible, un commencement d'incubation, Geof- 
frey Saint-Hilaire constate qu'il n'y a aucune trace d'embryon, et il 
ajoute : c Ge que j'y trouvai renferm^ fut ce melange confus de blanc 
et de jaune, que Ton connait sous le nom iHceuf gaU^ et qu'on observe 
dans tons les ceufs clairs, aprbs qu'ils ont ^te infructueusement couves 
par une poule. Cependant Talteration n'allait pas jusqu'au degr6 de la 
putrefaction. Je ne m'aperQus d'aucune odeur d^sagr^able. > 

Un autre oeuf, retenu artificiellement par une ligature, est rest^ 
vingt-huit jours dans I'oviducte d'une poule. A Fouverture de Toiseau, 
on trouva cet oeuf enduit de blanc coagul^, en couches d'epaisseurs va- 
riables, c L'oeuf ouvert, dit Geoffrey Saint-Hilaire» ra*a paru aussi frais 
qu'un oeuf nouvellement pondu; je n'y aperQus aucun indice d'un tra- 
vail d'incubatiou. Cette circonstance eveilla d'autant plus mon atten- 
tion, qu'il s*exhalait une odeur fetide de la coucbe albumineuse reve- 
tissant Text^rieur de la coquille; Toviducte r^pandait la memo odeur. 
Ainsiy tout en dehors indiquait un oeuf vieux et mauvais, et en de- 
dansy au contraire, I'etat du fluide albumineux, un ceuf tout frais : 
c'est que, sans air oxyg^n^, il n'y a ni respiration ni putrefaction pos- 
sibles (*). » 

Assurement, si I'attention de I'illustre savant avait pu se porter sur 
la presence de proto-organismes, il en eut trouve dans ses experiences. 
Pour nous, qui admettons la correlation de Texistence d*dtres micro- 
scopiques et de la putrefaction, ces faits montrent que Tobstruction 
de Toviducte a place Torgane dans un etat pathologique qui a facility 
le developpement des organismes deposes \ sa surface; parallelement 
s'est produite la decomposition des ceufs. 



(') Mimoires du Museum, t. IX, p. 7. 
AnnaUt de VtcoU J9ormale, 3* S^rie. Tome IV. 38 
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Comment les organismes qui sont a la surface du cloaque et le plus 
souvent immobiles peuvent-ils penetrer dans Toviducte et s'avancer 
a sa surface, jusqu'a plusieurs centimetres de profondeur? Si la mu- 
queuse 6tait malade, on comprendrait que ces petits etres, trouvant 
dans le liquide qui Tliumecte un milieu favorable ^ leur developpe- 
raent, puissent se propager de proche en proche par multiplication; 
mais, dans T^tat ordinaire et normal, la muqueuse doit bien plutot 
rejeter lout corps Stranger qui aurait pu s'introduire accidentellement 
dans Toviducte. Les mouvements peristaltiques, a I'aide desquels les 
poules qui pondent expulsent leurs ceufs, ne peuvent que concourir 
au meme but. Si done la progression spontanee de ces petits etres est 
impossible, il faut qu'ils soient entraines mecaniquement. Les grosses 
spores que nous avons trouvees n'ont pas evidemment parcouru d'elles- 
mSmesune distance de lo a i5 centimetres. 

Get entrainement s*exp1ique, je crois, de la fagon suivante. Dans 
rtGCOuplement, Tuterus de la poule s'evagine en partie et sort beant du 
cloaque. C*est Ik que le coq applique rapidement le tubercule qui rem- 
plit chez ces animaux la fonction du penis des quadrupedes, et depose 
sa liqueur seminale : la copulation ne dure qu'un instant. Aussitot 
Futerus rentre et reprend sa position naturelle. Dans cette operation, 
les parois de Tuterus ont necessairement touche en quelques points la 
surface du cloaque; de plus, elles ont leche la surface du tubercule et 
da cloaque du male, sur lequel, je Tai constate, existent aussi de nom- 
breux organismes; de sorte que, en revenant sur lui-meme, I'uterus 
enferme dans la partie inferieure de Toviducte, en meme temps que la 
semence du coq, une certaine quantite de spores ou d'infusoires. Apres 
Taccouplement, les spermatozoides remontent le long de Toviducte et 
le parcoarent dans toute son ^tendue, puisque la fecondation s'opere 
dans Tovaire.On ignore quelle est au juste la cause de ce mouvement ('); 
mais, quelle qu'elle soil, la meme force qui pousse ou appelle les sper- 



( * ) LevwenkedE Ta altrilMi6 an moayemeni sp(Mita»6 des animilades spennatiqoes ; cer- 
Uias physiologistes anx moaYements des dls Tibratiles, d'antres aax conincCioiis Termica- 
laires de Tm^nis; Fonchel pensail qu au momeni du coil un spasme tres-prooonc^ de b 
paiiie vagimle produisMt uue aspiration doni Fellet ^lail d*entratner la semence ; Goste 
Gonsid^ oe BMMiTeaienl oomme nn simple hit de capQlarit^ 
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matozoides doit vraisemblablement entrainer avec eux tous les corps 
etrangers qui ont ^ peu pres leurs dimensions {*). 

L*expIication precedente, qui parait la plus rationnelle, rend conopte 
en noeme temps d'une particularite deja remarquec. Nous avons vu que 
les oeufs non fecondes s'alteraient d'eux-memes beaucoup plus rare- 
ment que les oeufs fecondes; en d'autres termes, au moment de la 
ponte, ils renferment dans leurs coques moins de germes d'alteration que 
les derniers. II faut done qu'ils en aient rencontre moins sur la surface 
de roviducte.Cela se comprend, puisque les organismes ne peuventpas 
progresser seuls, et que, d'autre part, par Tabsence d'accouplement, 
rien ne determine le mouvement antiperistaltique dont nous avons parle; 
il est necessairement tres-rare qu'ils sortent du cloaque^ et» dans tous 
les casy lis doivent s'avancer tres-peu dans Toviducte. 

RESUMfi ET CONCLUSIONS. 

Les fails qui sont exposes dans ce Memoire peuvent se r^sumer dans 
les conclusions suivantes : 

i^ En dehors du vieillissement nature!, certains oeufs eprouvent 
spontanement des alterations profondes, distinctes lesunes des autres; 
j'en ai observe quatre principales : la putrefaction, le developpement 
de moisissures, la fermentation acide,la production abondante de cris- 
taux. 

2^ La putrefaction dans les oeufs est correlative du developpement 
et de la multiplication de vibrioniens, bacteries au contact de Fair, 
vibrions loin du contact de Fair. Les oeufs, a ce point de vue, ne sortent 
point de la loi gen^rale trouvee par M. Pasteur. 

3^ Des oeufs non agites peuvent se putrefier; tous les oeufs agit^s et 
brouilles ne s'alt^rent point. La proportion des oeufs gates dans les deux 
cas est extremement variable. 



( * ) MM. Pasteur et Raulin ont fait une experience int^ressante qui prouve Tinfluence des 
organismes introduits dans la pocbe copulatrice des femelles de vers i soie en m^me temps 
que la semence du m^e. lis ont montr6 qu*en trempant, avant Taccouplement, rextr^mit^ 
post^rieure du m&Ie dans un liquide k vibrions, les (Bufs 6taient tous contagion^ en m^me 
temps que f^ndds. (Annales de r£cole Normale superieurcy a* s^rie, 1. 1, p. i5). 

38. 



300 ULTSSE GAYON. 

4^ On peut faire penetrer de I'eau dans des oeufs sans qu'ils se pu- 
trefient; et» lorsque la putrefaction se d^clare^ ils renferment toujours 
de nombreux organismes. 

5^ Les enobryons que Ton tue dans la coque, avant la fin de l*incuba- 
tion» ne se putr^fient pas toujours. Ceux qui resistent a cette alteration 
subissent une sorte de maceration analogue k celle qu'eprouvent les 
foetus morts dans le sein maternel, noais sans developpement d'orga- 
nismesmicroscopiques; quant a ceux qui ne resistent pas, ils renferment 
de nombreux infusoires. 

6° Le developpement des moisissures produit une alteration spe- 
ciale» difierente de la putrefaction, mais pouvant exister simultanement 
ayec elle. 

7^ La fermentation acide est correlative du developpement et de la 
multiplication d'organismes sp^ciaux. 

8^ Les mati^res de certains oeufs se transforment en donnant une 
quantite notable de tyrosine et de leucine, sans developpement corre- 
latif d'organismes. 

9^ Les organismes qui se developpent spontanement dans les oeufs 
proviennent de germes recueillis a la surface de Toviducte pendant la 
formation des difie rentes couches dont se recouvre successivement le 
vitellus. 



"!! 
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Fig. I . Appareil k percer la coquille des oeufs d'autruche, et permettant de recueillir tout 
le gaz produit par la fermentation putride. 

Fig, a. Tube en verre dans lequel on fait bouilUr de Feau. La vapeur, en passant par le 
tube effil6 B et le trocart T, tue tous les germes d^pos^s dans les diffi§rentes 
parlies de Tappareil. 

Fig, 3. Tube pr^cddent dans lequel on fait arriver les mati^res d*un ceuf, puis Tair ext^rieur 
d^pouill^ de ses germes. 

Fig, 4. Tube pr^c^ent s^pard du trocart et dont Tint^rieur conmiunique librement avec 
Tair extdriour par le tube dtir^ et contoum^ B. 

Fig. 5. Appareil aspirateur permettant de renouveler Tair dans le tube precMent, pendant 
qu'il est maintenu k une temperature constante dans un bain-marie. Un vide 
partiel est fait dans le ballon A k Taide d*une pompe k main P ; Tair aspir^ est 
cbauff^ dans un tube Gn d'argent L. Le flacon F permet de regler la rentr^ de 
rair. 

Fig. 6. Appareil ^ vis de M. Dumas pour T^tude de Taction de deux liquides sdpar^s par une 
membrane mince. 

Pig. 7. Bacterium termo se d^veloppant dans les oeufs pourris au voisinage de Tair : 

45o 
/=aa 4f*; e = o,3a o,5 p : G = - — • 

Fig. 8. Bact^rles trte-petites se d^veloppant aussi dans les oeufs pourris au voisinage de 
Fair et observe particuli^rement dans des oeufs de dinde :/ = ifA;e = o,2fA: 
P 45o 

I 

Fig,g, Organismes tr^t^nus, de longueur variable, observe dans les oeufs pourris : 

I 

Fig. 10. (a) Chapelets de grains ; (b) cbapelets d*articles ^trangl^ ; ces organismes ont ^t^ 
vus dans un oeuf pourri : G = - — • 

Fig. II. Vibrions de la putrefaction, jeunes, vivant loin de Toxyg^ne de Tair : / = a & 8 fA ; 

- , ^ 45o 

^ = 0,8 k If*: G -- — • 
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Fig, 12. Vibrions vieux, a points brillanls, observe dans des oeufs dont la putrefaction est 

avanc^e : G — — • 

1 

45o 
Fig, i3. Leviire alcoolique trouv^ dans un OBuf de poule : G = -— • 

i5o 

Fig, 1 4. Organismes et cellules ^pith^liales de la surface du cloaque d'une poule : G ~ tL_ . 

Fig. 1 5. Organismes observes sur le cloaque d*une autre poule : (a) articles analogues au 
Bacterium termo; [b) longs articles flexueux ressemblant a des vibrions; (r) long 

filament; (r^) spirillum \ [c) amibe; (/) spores vieilles et ridees : G = • 

Fig, i6 (a) et (6) Spores de moisissures trouv6es a lo centimetres du cloaque dans I'ovi- 
ducte d'une poule pondeusc; (c) long article de 20 p au moins de longueur : 

I 

45o 
Fig, 17. Oi^nismes trouy^ sur la surface du cloaque d*un coq : G = - — 

35o 
Fig, 18. Tonda violette k spores trds-grosses :rf— 4 li6fx:G = --« 

Fig. 19. Spores pr6cMentes k un grossissement plus fort : G = ^^ — 

45o 
Fig. ao. Tontla a spores oblongues : r/ = 2,2 ^ 3,3 ;x : G — 

45o 
Fig, 21. Cbapelets de spores tr^s-fines; torula sans mycelium ; r/ — o,7fx : G - - - • 

Fig, 22. Aspergillus dont le mycelium a i fi environ de diam^tre ; les spores rondes ont 
I £1 de diam^tre. 

Fig, 23. Filaments de mycelium gdn^ dans leur d^veloppement k Tint^rieur d'un ceuf : la 
moisissure n'avait pas pu fructifier. 




SUR 



LES POLYGONES R15GULIERS, 



Par M. G. MATHET, 

PROFESSEUR AU LTC^E DB LTON. 



Le theoremc de Gauss : < Tout polygoue r^gulier dont le nombre des 
cotes est un nombre premier de la forme 2" 4- 1 peut etre construit 
graphiquement » , n'a pas ete, je crois, demontre de maniere a pouvoir 
etre donne dans des eourselementaires; I'excellente demonstration que 
l*on trouve dans le Cours d'Algebre superieure de M. Serret exige du 
lecteur des notions d'Analyse assez etendues. La demonstration suivante 
repose uniquement sur une propriety des racines primitives^ relatives 
a un nombre premier n. 

Rappelons d'abord qu'on appelle racine primitive^ pour le nombre 
premier n, un nombre a tel que a""^ — 1 soit un multiple de n^ et tel 
que, pour aucune valeur de m inferieure a n — i, a'"— 1 ne soit un 
multiple de n. 

De cette definition il resulte : 

i^ Que si a est une racine primitive, si m et m' sont des nombres en- 
tiers plus petits que /i — 1, a"* et oT'' divises par n donnent des restes 
ou residus differents; car, si le residu etait le meme, a'^ — a"'' ou 
a'"' (a*"""*' — i) serait un multiple de n : done a'""'"' — i serait divisible 
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par n, ce qui est contraire h I'hypotbese, puisque a est une racine pri- 
mitive. On voit sans peine que, par suite, les residus fournis par les 
(lifTereats termesdc la seriea, a', a',..., a""' soollesnombres entiers 
de I i n — I . 

2° a • a pour risidu — i , car a""' ~ i ou \a ' —i)\a^ + i) 
^taot divisible par n, et a * — i ne I'etant pas, puisque a est uoe ra- 
cine primitive, a * + 1 doit I'^tre; done, etc. Done : quaad on mulli- 

plie une puissance de a par a * , le residu cliange seulement de signe; 
quand on la multiplie par a"~', le residu ne change pas. 

3" Soient {_fig. i) tpois cercles concentriques, sur le plus grand des- 
quels sont dispos^es, a iolervalles egaux, les puissances de a. Sur les 




deux autres sont les puissances impaires et les puissances paires, cha- 
cune, comme I'indique la figure, sur les rayons qui aboutissent aux 
points correspondants du grand cercle. 

Soient un rayon OA du cercle moyen, dont Textremite est sur un des 
points de division de ce cercle, OB et OB' deux rayons du petit cercle, 
aboutissant a deux divisions de ce cercle, et tets que les angles AOB et 



SDR LES POLTGONES REGULIERS. 3o5 

• 

AOB' soieot egaux. Si Ton fait tourner le systeme de ces trois aiguilles, 
les angles AOB et AOB' reslant invariables, de maniere k presenter A 
successivement k chaque division ducercle moyen, etsi Ton faitchaque 
fois la somnoe des puissances de a qui se trouvent en A et B, en A' et B', 
ces sommes donnent pour residu un certain nonobre, le meme que 
celui de Tune des puissances de a marquees sur le grand cercle. 

Supposons, par exenople, que, A etant sura, B soil sura^*"; a-ha^"^ 
aura un residu, qui sera le meme que celui de a^ sur le grand cercle. 
Soit OC le rayon sur lequel est a*. B' se trouve en meme temps sur 
a""*"*""***, et le residu de a-ha"^*"^"* se trouve sur un point du grand 
cercle, que nous determinerons tout a Theure, et vers lequel nousme- 
nons le rayon OC Je dis que les deux aiguilles OC et OC sont invaria- 
blement liees aux trois autres OA, OB et OB', tournent avec elles 
quand A se deplace sur le cercle moyen, et que Tintervalle CC est d'un 
nombre impair de divisions. 

En effet, si a -hd^"^ a meme residu que a*, a* -ha^'"*^ aura le meme 
que a*"^S a'-h a^'"'*^* le meme que a*^*, et ainsi de suite. Done, quand A 
et B avancent chacun d'une division sur leur cercle respectif, C avance 
de deux divisions sur son cercle, et par consequent OC tourne du meme 
angle que OA et OB. 

Si a 4- a^"^ a meme residu que a*, a^ -f-a**""^* a meme r6sidu que a*****; 
mais le residu de a^ est le meme que celui de a^a'^'-* ou dea""^*. Done 
o^* -ha^'"'*'* a meme residu que a*"*"'. Done, en divisant chaque terme 
par a^*", a'^'"*'" -4- a a le meme residu que a^*"^"". Done Tintervalle 
de G k C est de 2m — i divisions, nombre impair et constant avec m. 
Done, quand A se deplace sur son cercle, OC parcourt le grand cercle, 
en tournant du meme angle que OA, OB, 0B\ OC. 

Si done A parcourt toutes les divisions de son cercle, C parcourra 
toutes les divisions du grand cercle, d'une certaine parite, et C par- 
courra toutes les autres. 

4^ Enfin supposons que le nombre premier n soit de la forme T^-hi; 
p est necessairement une puissance de a. La propriety demontree ci- 
dessus pent etre generalisee de la maniere suivante. 

Soit a une puissance de 2. Supposons rangees sur un grand cercle 
toutes les puissances successives de la racine primitive a, k intervalles 

Annalet de i'Jtcoie HormaU, 2* S^rie. Tone IV. 39 
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egaux; puis decrivons a cercles coDcentriques^ sur chacuD desquels 
nous disposerons Tune des series 



a, a 



(I) 



a+i 



a\ a 



a 



!<i+l 



) • • • ) i* « 



a-y a«-^-, a 



M-+-3 



•+3 ^jao 



a 



N — a-f- 



a 



»- « ♦ -• 






it- < 



ehncune de ces puissances se trouvant sur le rayon qui aboutit a celte 
meme puissance sur le cercle exterieur. Dedoublons maintenant Tune 
de ces suites, par exemple 



tf", o*^^, a"^",.. , a 



,H - Ot-hlM — I 



et disposoosles termeso", a^*'^'",..., ainsique a*""'',a^*"^,... sur deux 
nouveaux cercles concentriques aux premiers. OA etant dirigee vers a!^ 
et OB verso**^'", oil k est impair {Jig. 2), pour saToir Texposant de la 



Fig. a. 




««+"• 



puissance de a vers laquelle OB' est dirigee, remarquons que la diffe- 
rence des exposants doit etre la meme, entre B et A, entre A et B". Or 
Texposant de o^ pent etre remplace par n — i-^m sans que le residu 
suit change; done en B' on aura a"""*^'^~**. 

Soit maintenant of la puissance de a, sur Tan des cercles portant les 
series (i), vers laquelle est dirigee OCt c'est-a-dire que of a meme re- 
sidu que a'"H-a**"*^. Done a**^"' h- a^^-*"*^*^^ aura meme residu que 
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o'*^^', et ainsi de suite. L'aiguille OG tourne done du meme angle 
que OA. 

Maintenant, comme a'" pent etre remplace par a'"+" * * , ^w+w-i _^ gk^-^n 
a meme r^sidu que of : done, en divisant para**, ^n^x-y-m-^kn _^^n ^ n^gnie 
residu que a'~*". Or eette puissance se Irouve sur le meme cercle que a', 
et separee de of par un nombre impair de divisions. 

Done, quand A pareourt toutes les divisions de son cercle, C pareourt 
toutes les divisions du sien que C n'a pas parcourues. 

Soit maintenant propose d'inscrire a un cercle un polygone regulier 
de n e6t6s, n etant un nombre premier de la forme ^p-hi. Si Ton pose 

(p = , laquestionrevienta construiregraphiquement lecosinus def 

ou de Tun queleonque de ses multiples. Soit 



— '_, 



^, = 2 cosa 9 "f- 2 cosa'9 -h 2 cosa*(p -}-... -1- 2C0sa * 9, 
^, = 2 cosa'9 -f- 2 cosa^9 •»- 2 cosa*9 -f- . . . f- 2 cosa * 9; 
0U9 ce qui revient au meme, 



/I— I . /I- 1 

-. — I --— h 1 



^, = cosa 9 -f- cosa* 9 -h ... 4- cosa « 9 -4- cosa * 9 h- ... -4- cosa'*-*9, 
Xi — cosa'9 -f- cosa* 9 -!-... 4- cosa * 9 h- cosa • 9 -t- ... 1- cosa" » 9 ; 

car chaque puissance de a pent etre reduite \ son residu, et deux puis- 
sances dont les exposants different d*une quantity egale ^ — ^^ ont des 

residus egaux et de signes contraires. On a d'abord, par une formule 
connue. 

Si Ton forme le produit x^ x^^ ce produit est egal ^ la demi-somme 

des eosinus des arcs obtenus en ajoutant et en retranchant Tun quel- 

89, 
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conque des arcs de la premiere suite et Tun quelconque de ceux de la 
seconde. Or le coetlicient de 9, dans chaque tertne de la seconde 
moitie de chaque suite, reduit a son residu, est egal et de signe con- 
traire a celui qui occupe le meme rang dans la premiere moitie; de sorte 
qu*au lieu de faire les sommes et les differences il suffit de faire les 
sommes et de doubter le resultat, le cosinus de deux arcs egaux et 
de signes contraires etant le meme. 

Or on obtiendra toutes ces sommes en reglant les aiguilles OB et OB' 
de toutes les manieres possibles par rapport a OA, et en faisant faire 
chaque fois un tour complet au systeme. A chaque tour, C et C\ dont 
le reglage change aussi chaque fois, parcourent tout le grand cercle. 
Done on obtient en definitive, pour a7,.T2, autant de fois la somme des 

cosinus qu'il y a de modes de reglage possibles, c'est-a-dire — >— fois. 

Done 

n — I 

XiXi = 7 — • 

Xt et X2 sont done les racines de Tequation 

X^ -h X 2 — =^ ^* 

4 
Soit maintenant 



s 



jTiTTzT. cosa <p -f- 2C0sa*<p -1- . . . * 2 cosa * <p, 
^, = 2 cosa'9 -}- 2cosa'9 + ... 4- 2 cosa * 9, 



ou bien 



m — \ . Ji-I 



y, =z cosa 9 -h cosa*9 -4- ... -4- cosa * 9 -f- cosa * 9 -4- ... -4- cosa"-* 9, 

n — I . « — I . 

1 —-—-♦-3 , 

Xi = cosa*9 -+- cosa*9 -f- . . . -f- cosa * 9-4- cosa ' 9 -4- ... -4- cosa""'9; 
et de meme 



"-' f 



z, = 2C0sa'9 -4-2 cosa'9-4-. . . -f-2C0sa * 9, 



jt—i 



X, r=2C0sa^9 4-2C0sa'9-f-. . .-4-2C0sa • 9, 
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ou bien 



n-t . n— I . 



Zi = cosa'9 -4- cosa*9 -+-...-+- cosa * 9 + cosa • 9 + ... 4- cosa"-*9, 



n-i n— 1 . 



Zi = cosa^9 + cosa*9 -4-. . .4- cosa * 9+ cosa ' 9 -f-. . .-f-cosa'*~'9. 
On voit d*abord que 

Pour les produitsy^ y^ et z, :sa» on voit, comme ci-dessus, que chacun 
de ces produits est egal a la somme descosinus de tous les arcs obtenus 
en ajoutant chacun des arcs qui entrent dans /< ou dans Z|, avec cha- 
cun de ceux qui entrent dans/2 ou dans z,. 

Or, si Ton range sur deux cercles concentriques les deux series 
a, a',... eta^, a*,..., puis si Tondedouble Tune d'elles, la premiere par 
exemple, sur deux nouveaux cercles, pour chaque mode de r^glage 
des aiguilles OA, OB, OB', dirig^es vers les divisions de ces derniers 
cercles, les points G et C parcourront toutes les divisions de Tun des 
deux cercles primitifs. Lorsque C et C parcourront le premier de ces 
cercles, la somme des cosinus obtenus sera egale a Xt ; quand ils par- 
courront I'autre, cette somme sera egale a x^. Done ji y, sera une fonc- 
tion lin^afre deo^i et de a?,, de la forme ax^ + jSo^a* a et ^ etant des 
nombres qui se trouveront aisement dans toute application numerique, 
mais dontla presente theorie ne donne pas Texpression. II en sera de 
meme de z^Z2; done j, et^a* ^1 ^t z^ sont les racines de deux Equa- 
tions du second degre, a coeiBcients connus. 

Que Ton pose maintenant 

/, = 2 cosa9 4- 2 cosa*9 -f- ... 4- a cosa * ' 9, 



^-J-3 



/, = 2 cosa*9 -f- 2 cosa**9 -+-... -f- 2 cosa * 9, 

etainsi de suite; on voit sans peine, par un raisonnement identique, 
que ^f et ^2 sont les racines d'une equation du second degrE, dans la- 
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quelle le coellicienl tlu second terme est —y^ et dont le terme indepen- 
dant est une fonclion lineaire de ji, y,, s,, z^. Chacune des suites 
y^Zft^... renferme toujours un nombre de termes qui est une puissance 
de a : done chacune d'elles pent etre dedoublee comme on vient dele 
voir, et Ton arrivera a la fin a une equation du second degre a coef- 
ficients connus, dont les racines seront les cosinus de deux multiples 
de cj. 
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HISTORIQUE. 

Lorsqu'on verse un liquide mousseux quelconque daos un vase, on 
voit naitre sur ses parois des buUes gazeuses qui grossissent, puis se 
dcgagent; un grain de raisin ou un morceau de mie de pain qu'on pro- 
jelte dans le meme liquide se couvre aussit6t de bulles; entraine jus- 
qu'a la surface libre du liquide par ces petils ballons qui viennent cre- 
ver au cootact de I'air, il retombe, s'enveloppe de nouvelles bulles 
qui I'amenent encore jusqu'a la surface du liquide ou elles se dega- 
gcnl, et ce mouvement ascendant et descendant se reproduit un certain 
nombre de fois. 

La connaissance de ces ph^nomenes doit etre aussi ancienne que celle 
des liquides mousseux; neanmoins le premier fait publie sur ce sujet 



( ' ) Les principaux r^sultats expose dans ce M^moire ont fait Tobjet des Notes suivanteS) 
pr(?scnt(!»es k I'Acad^mie des Sciences : 

1** Sur le (legagement des gaz de Icurs solutions sursaturies (Comptes rendus de PAca- 
dcmie des Sciences, t. LXIII) p. 883; 19 novembre 1866). 

a° Influence d'un courant ile gaz sur la decomposition des corps (Comptes rendusy t. LXIV, 
p. 606; 18 mars 18G7). 

3® Note relative a faction pritcnduc des liquides afaible tension supcrficielle sur les gaz 
dissous dans les liquides a forte tension supcrficielle [Comptes rendus, t. LXXVI, p. 89; 
1 3 ianvier 1873). 



3l2 D. GER:fEZ. 

parait etre l*observation suivante signalee par OErsted (* ). Dans uo me- 
lange de carbonate de potasse ou de sulfure de potassium et d'acide 
chlorhydrique* lorsque reffervescence a cesse, on produit un nouveau 
degagement de bulles gazeuses en introdulsant un corps solide au sein 
du liquide. L'auteur assimile ce resultat a celui qu'on obtieni par Tim- 
mersion d'un fil de platine dans de I'eau a la surface de laquelle on ra- 
refie Fair. Gehlen avail deja fait avec le D' Schuster des observations 
analogues; mais aucun de ces savants n'en donna Fexplication. 

Plus tard» Gay-Lussac fit, pour la premiere fois sans doute, ressortir 
les analogies que presentait le degagement d'un gaz dissous avec la 
production des vapeurs. < Le degagement d'un fluide elastique en 
dissolution dans Teau est tout a fait analogue a TebuUition d*un li- 
quide. Si Ton prend une liqueur fermentee, de la biere ou du vin de 
Champagne mousseux» et que Ton attende que le degagement de Tacide 
carbonique ait cesse» on renouvellera le degagement du gaz en y in- 
troduisant une poussiere» un morceau de papier» une croikte de pain, 
ou hien en agitant violemment le liquide. L*acide carbonique se degage 
principalement au contact du liquide avec le verre, et plus abondam- 
ment aux endroits de la surface oil il y a des asperites. Les huUes par- 
tan t de la surface du verre sunt d'abord tres-petites; mais elles gros- 
sissent en traversant la liqueur, parce qu*elles y etahlissent une solution 
de continuite tres-favorahle au degagement de Tacide carbonique. II 
semble qu>lles s^elevent en plus grande abondance du fond du verre 
que de ses parois» mais c*est une illusion ('). » On voit que Gay- 
Lussac assimile Teffet des corps solides sur les solutions a celui qu'ils 
produisent lorsqu*on les projette dans des liquides bouillants ; mais il 
attribue aux asperites une efficacite dont il neglige de donner Texpli- 
cation. La question ne fil aucun progres jusqu^a Schonbein, qui puhlia 
en 1837 un Memoire relatif a Taction de Teau sur Tacide hypoazo- 
lique('). Ce travail conlient> avec le moyen de rendre inactifs les fils 



(*) GsBLxn^ Jommalfikr die Ckemie mnd PkrsiA, 1. 1, p. 27; Berlin^ 1806. 

('] Gat-Litssac, Ifate smr lajixite dm degre 'd*ebmUitiQn des Bqmdes {Jmmdes dt Ckimie, 
y serie, U VU, p. 3ia; 1817). 

l^) Eimge MeoSackiiatgem liAer dsf rerhakem der smtpetrickieM Samre (der salpethchte 
SntreB, Salpetersaure too Berxeli«s) sa dtm Washer mnd erne damit in M^erbimbmg steke mde 
eig^Mikmrn^dk DtmpfbUdamg toq D^ C-F. ScbsabeiD {.Fogg. Am., U XL^ p. 389; 1837). 
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de platine, des aper^us tres-ingenieux et tres-nouveaux sur le degage- 
ment des gaz de leurs solutions et sur I'ebuIIitioD des liquides. Mais, s'il 
est facile d*interpreter les faits qu'il contient, maintenant que Ton en 
a Texplication, il n'en est plus ainsi lorsqu'on s'en tient aux termes 
noemes du M^nooire; car, ^ c6te de vues tres-exactes, s'en trouvent 
d'autres contradictoires, conome on pent en juger par la citation sui- 
vante du court passage ou il est question de solutions gazeuses (* ) : 

c Nous pourrons comparer notre melange (d'acide hypoazotique et 
d'eau) a une solution saturee d'acide carbonique dans un fluide, c'est- 
k-dire nous pourrons le considerer comme une sorte de solution de 
bioxyde d'azote dans I'acide azotique etendu. Or comme un corps so- 
lide, tel qu'un fil de platine que Ton amene dans de Teau chargee 
d'acide carbonique, exerce sur I'eau contenue dans la couche liquide 
environnante une action attractive capillaire et par la affaiblit I'attrac- 
tion de I'eau pour I'acide carbonique qui sort de sa combinaison, le fil 
de platine agit de cette mani^re sur I'acide azotique du melange et af- 
faiblit son attraction pour le bioxyde d'azote. 

> Mais il est clair que I'action du corps solide ne pent se faire sentir 
que sur la couche environnante, qui reste a une temperature constante, 
et cette action capillaire ne pent degager que tres-peu de gaz; aussi 
faut-il qu'une autre cause physique intervienne pour produire un dega- 
gement gazeux plus fort etplus durable : cette cause n'est pas produite 
par le platine. > 

II resulte de Ik que Schoenbein regarde le platine comme degageant 
I'acide carbonique d'une solution simplement saturee, ce qui est 
inexact; de plus, qu'il atlribue le degagement de gaz, sur les corps so- 
ndes, a une attraction capillaire de ces corps qui serait plus grande 
pour I'eau que pour les gaz, qui peuvent ainsi se degager : I'experience* 
contredit aussi cette maniere de voir. Mais plus loin, et c'est alors qu'il 
est dans le vrai, comme nous le verrons, il signale I'efHcacite de I'atmo- 
sj^here gazeuse qui entoure les corps solides, et il attribue k cette cause 
une plus grande activite qu'k I'autre, comme cela resulte du passage 
suivant : c De ce qui pr^c^de il resulte que tout corps solide, meme 
non poreux comme le platine, introduit dans le melange, degage du 

V) ^^^' Ann., t. XL^^p. 889. 

AnndUt de VieoU Normale, 3* S^rie. Tome IV. 4^ 
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bioxyde d'azote, doq simplemeDt par atlraction capillaire, mads sartoat 
par la couche d'air adberente, et cela d'aotant plas qae la temperature 
du liquide est plus elevee. » 

CesassertioDS, dont la deraiere seule est conforme a rexperience, ue 
suffisent pas pour constituer une demonstration, et, comme le liquide 
mixte dont s'est occupe Schoenbein n'est pas assimilable a /nioH a 
une simple solution d'un gaz dans un liquide^ on s'explique comment 
il se fait que ses idees, malgre ee qu'elles araient de remarquable, ne 
trouverent pas plus de credit pres des savants. Cest ainsi que, deux ans 
apres leur publication, Liebig (' ) attribuait le degagement d'aeide car- 
bonique que Ton produit dans les eaux minerales, en y introduisant un 
moreeau desacre, au deplacement de ce gaz par la dissolution de Tair dn 
Sucre, deplacement qui serait en raison inverse des coefiBcients de solu- 
bilite de Tacide carbonique et des gaz de Fair; et de meme, Gmetin, qui 
analysa les recberehes precedentes dans son Manuel de CJumie (') , ^gna- 
lait, d'one part, les angles et les bords des corps solides comme presen- 
tant des faeilites speciales pour le degagement des gaz et, d'un autre 
cote, s'exprimait ainsi : c Beaucoup de corps solides peuTent cepen- 
dant agir au moyen de Tair adberent, qui est soit loi-meme absorbe 
par le liquide d^oii il cbasse Tautre gaz, on plutot fournit les premieres 
b&Iles> qui alors augmenteni de volume en attirant Tautre gaz. » 

It y avait done, d^apr^ cela, trois manieres d'eBvisager les choses : 
i^ les corps solides, surtout aux asperites, agissent par attraction de 
preference sur les liquides, d'ou il resulte que le gaz moins retena se 
degage ; iP une couebe gazeuse entourant les corps solides se dissout 
dans le liquide et en deplace des quantites de gaz qui sont en raison 
inverse des coefficients de solubilite; 3® cette couebe gazeuse forme 
\n centre d^attraction poor le gaz dissous. 

Gmelin, comme on vient de le voir, penekait pour celte demiere 
explication ; mais, en Fabsence de toute demonstration, c'est la premiere 
qui fttt generalement adoptee et exposee de la maniere suivant^ : 
c Chaque molecule d^acide carbonique en dissolution est retenue par 

(* ) Uniersuchun^ der MineralquelU zu Soden and Bemerkungen uber die fWirkung der 
Saize aufden Organismiu yon Justus Liebig [Annalen der C hemic and Pharmacie, t. XXX, 

( '} Bandbuch der Chende Ton Leopold Gmeliit, 1. 1, p« 270-^273; Heidelberg, iS43. . 
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les molecules d'eau voisines qui dans Tint^rieur du liquide ou meme k 
une distance sensible des parois sont disposees uniformement autour 
de la molecule d'acide; mais» imm^diatement au contact de la paroi, la 
molecule d'acide n'est retenue en dissolution que par les molecules 
aqueuses qui se trouventd'un cote, et, de I'autre c6te» par la surface de 
la paroi du vase. Or on conQoit que cette paroi pent retenir la molecule 
d'acide carbonique avec beaucoup moins de force que les particules 
d'eau dont elle tient la place. Les molecules d'acide carbonique pla- 
c^es contre la paroi prendront done les premieres I'etat gazeux (*). 

Pour ce qui est de Taction des corps poreux, tels que la mousse de 
platine, sur certains corps instables, outre les recherches conscien- 
cieuses et importantes de Thenard sur Teau oxygenee, on connaissait 
une experience remarquable signalee par Schoenbein dans le Memoire 
cite pr^cedemment. En introduisant un fii de platine dans la couche 
inferieure liquide que Ton obtient lorsqu'on ajoute peu a peu de I'eau 
k I'acide hypoazotique liquide, il avait observe sur le fil un degagement 
de bioxyde d'azote; il regardait cette couche liquide comme une disso- 
lution saturee de ce gazdans I'acide azotique et attribuait le degagement 
du bioxyde d'azote a I'atmosphfere gazeuse condensee autour du platine. 
Les savants ne^firent pas a cette maniere de voir I'accueil qu'elle meri- 
tait : les uns, renongant a expliquer Taction des corps poreux, conti- 
nuerent k Tattribuer k une force catafytique; les autres essay erentd'en 
rendre compte par des considerations qui ne resistent pas k un exa- 
men sdrieux. Je citerai, pour en donner une idee, celles qu'a develop- 
p6es M. R. Bunsen dansses recherches gazometriques (^) : 

« Lorsqu'un melange d'un volume de gaz de la pile et de 2,85 vo- 
lumes d'acide carbonique est porte jusqu'au voisinage de la tempera- 
ture d'inflammation du gaz de la pile, ce dernier gaz acquerra imm^- 
diatement la faculte de detoner si Ton remplace Tacide carbonique par 
de Toxygfene sans faire subir au melange aucun changement de tempe- 
rature, et, pourtant, dans ce cas, ni Tacide carbonique ni Toxygene 
ne prennenl part a la reaction chimique. 

> D'apres cela, il est certain que les decompositions operees par la 

(') Regnault, Cours elemenlaire de Chimie, 3* Edition, 1. 1, p. 357; i85i. — Fbir aussi 
Cahours, Traits de Chimie generate Sldmentairey a* Edition, 1. 1, p. Sga; i860. 

(') R. BuNSBNi MSthodes gazometriques, Edition franQaise, p. 276 et 277 ; Paris, i858. 
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iiH'<;f' diUr fjatalfUifwt peuveol s'expliquer dune maciere toot £i Sail 
i«uaio|^ue et que oet^ pbeiiOfDenes, luio d'^m extmordiiiainB, ne soul 
qut la fuauittitflaUoii de& <5flete urdiaairei; de TafimUe; car. de menie 
i^w Use fool^culeb du ga£ dv b pilf oe be cDmiiiiienl pas dani> la fipliere 
d'atiradHio de Tacide carbonique^ maff derieimeiil au conlraire apies 
a eulrer en cofloiiiiiawm* ai^ a la meme temperaiiire, el tonics circcm- 
aiaiH;e6 e^ales d'lalkstira* ^lU^s se trouvenl placae^ dans la fiphere d'al- 
iracUoa des sQgl^cules de ri>»*|;tsD€« de meme les eleiDenls do pennnpde 
d*li vdit>igeoe peuv€^ ae cumiiiDer es presence des mol^cales de Tean 
ei perdeni oette lacuhe dams la aphts^ d'altractim des molecules de 
peri^xyde de joao^ne^ ou du plaiioe j&etaiiique. 

> <te exptH}ue de la laeme maniere oe fait, qui paraii ctran^ an ptre- 
«ikr aJkH*d^ ^a'ttiie petite quaatite de platiae pent dwoinpaBer ime 
^lUMilite iUiMitiee de peroKjde d*lijdro|feDe. £s eSeu paitoat oii le pla- 
UAe est e«i €<Hilaet avac le per^xvde ^Irvdrogene* il affaiblit Tactioa ike 
TaHUuie 4aw ia e(Hiebe ia ^Im TMase, a id paint qne le perosrde 
4'liy4r4^eiiie ae dec<>iBpose ^as €eU« caodie* mais du^s oette concbe 
seuieMi^Qtl^ ^ eau et OKv^eAe. Par ia« raetion do platise ae tronre 
^putt>ee, et oe o'e^t que lon^ue les produilB de oeile deci»iposil5on 
<»aC ele eloigo^ par de(» forces etrangeres^ coaune la peBant^« la ca- 
pillarite^ la foree expaasive, ete.« et ^me^ par Teflet de oes memes 
(Qriu^, de ftouveUes a»<4eeules de peroxjde d'bjdrogene soiit ameBees 
<^a €^uiMt avee le frfaUAe^ ^oe la aitee deeomposilion recoonaieoce. 

# Oa yoit d<^fie que la force eatalTtiqoe da plalioe on do peroxjde 
de fiiaof^oese oe foarait pas uo travail illimite, mais qo^elle exige one 
d^peose de force ^uivaleote^ touteooiffle le souleTement d*on fardeao 
par Tetfei d^uo eontre^ids exige one depeose equiTaleote de trarail 

l/expos^ bistorique que je viens de presenter montre qoe des ex- 
periences euient ukeefmireti poor elucider raetion des corps solides 
sar les solutions gazeuses; je fas natarellemeot conduit a les entre- 
prendre lorsqae j'eus trouve i*explication des particularites que pre- 
seot^ut les solutions salines sursaturees* Je vais entrer dans quel^ 
ques details sur cette ^tude dont j*ai public en 1HG6 (^) les principaux 
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resultats; je puis le faire a\ec d'autant plus d'opporlunite que» parmi 
ces details, ceux qui se trouveront dans le present Memoire et que je 
n'avais pas encore eu le loisir de faire connaitre ne se rencontrent pas 
dans les travaux Strangers auxquels mes publications anterieures ont 
donne lieu. 



PREMIERE PARTIE. 



SOLUTIONS GAZEUSES SURSATURfiES. 



La principale circonstance qui me parait avoir egare ceux qui cher- 
chaient Texplication des phenomenes que je viens de rappeler, c'est 
ridee precongue que les solutions gazeuses pouvaient retenir au plus 
la quantity de gaz correspondant k la saturation. La facility avec la- 
quelle les gaz semblaient se degager de leurs solutions paraissait ex- 
dure ridee que ces solutions pussent etre sursatur^es. II n'est, en 
effety question dans tons les travaux anterieurs aux miens que de 
solutions saturees; il est certain cependant que Ton operait dans les 
conditions ordinaires de la sursaturation. 

Je me suis preoccupe tout d'abord d'etablir par experience I'exis- 
tence de solutions gazeuses sursaturees; j'ai reconnu qu'une solution 
saturee graduellement de gaz a une temperature determinee et sous 
une pression constante ne produit jamais d'effervescence dans les con- 
ditions oil Ton observe generalement ce phenomene. C'est ainsi qu'une 
solution d'acide carbonique faite en amenant dans une petite quantite 
d'eau distillee un courant de ce gaz prolonge pendant plusieurs heures, 
et representaut un volume cent fois plus grand que celui de Teau, ne 
degage pas de gaz en presence d'une atmosphere d'acide carbonique, 
meme quand on y introduit des corps poreux. II n'en est pas de meme 
dans le cas oil il y a sursaturation. 

On pent appeler solution gazeuse sursaturee une solution qui re- 
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tient une quantite de gaz plus grande que celle que dissoudrait, k la 
meme temperature, le merne poids de liquide si Ton amenait le gaz a 
sa surface sous une pression egale k celle que supporte actuellement le 
liquide. 

On obtient ces solutions de plusieurs maniferes : 

i^ On fait dissoudre le gaz dans le liquide sous une pression deter- 
minee, puis on eleve la temperature et, si le gaz est moins soluble k 
chaud qu'k froid, ce qui est le cas general, la solution reste pendant un 
certain temps sursaturee. 

2^ On diminue la pression sans faire varier la temperature, et le 
liquide conserve le gaz dissous entre certaines limites de pression. 

3"^ Enfin, comme dans I'experience d'OErsted, on produit au sein du 
liquide, par une reaction chimique, une quantite de gaz plus grande 
que celle qui correspond k la saturation, et quand cet excedant ne d6- 
passe pas certaines limites, le gaz reste tout entier en dissolution. 

Quel que soit le proc^de que Ton emploie pour les produire, les so* 
lutions sursaturees pr^sentent les memes proprietes. Par exemple, 
lorsqu'on les verse dans un vase quelconque, ou qu'on y introduit un 
corps solide ayant ete expose a I'air libre, on voit apparaitre sur la 
surface baignee par le liquide des bulles de gaz qui se d^gagent aprfes 
avoir atteint un volume sufiBsamment grand. Je vais indiquer les re- 
sultats auxquels m'a conduit une etude detaillee de ces phenom^nes. 

I. — Les corps solides autour desquels se ddgagent les buUes gazeuses 
perdent leur efficaciti au bout d^un certain temps. 

On introduit dans la solution sursaturee une tige solide quelconque 
qui n'exerce pas d'action chimique sur le liquide, un fil de platine ou 
une baguette de verre, par exemple ; elle se couvre de bulles gazeuses 
adherentes; on agite la tige pour en detacher les bulles : elles mon- 
tent alors en grossissant vers la surface. Cependant de nouvelles bulles 
apparaissent en moins grand nombre; on facilite encore leur separa- 
tion par de nouvelles secousses^ et, apres un certain nombre d'opera- 
tions de ce genre, la tige ne se couvre plus de bulles gazeuses; mais, si 
Ton enfonce dans le liquide la portion de la meme tige non immergee 
j usque-Iky elle produit une vive efifervescence. 



^ 
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II. — r/h s^jour prohngd des corps solides dans Veau ou dans les liquides 
qui dissolvent les gaz leur enlive la proprieU de provoquer le digage- 
ment gazeux. 

Les experiences suivantes demontrent qu'un corps solide non poreux 
devient inactif apr^s avoir longtemps s^journ^ dans I'eau ou dans un 
liquide qui dissout les gaz, tandis que la partie de la meme substance 
restee hors du liquide se couvre immediatement de bulles gazeuses. 

i^ On chauffe de Teau a TebuUition au fond d'un tube mince pour 
chasser les gaz qu'elle contient et avoir ainsi de Teau desaeree en con- 
tact avec les parois du lube; puis on siphonne Teau apr^s refroidisse- 
ment et on la remplace immediatement par une solution sursaturee ga- 
zeuse, par de I'eau de Seltz, par exemple. Tant que le liquide n'est pas 
arrive jusqu'au niveau precedemment atteint par Teau desaeree, il ne 
se degage pas de bulles gazeuses; lorsqu'il le d^passoi on voit au con- 
traire une couronne de bulles sur la partie qui n'a pas ^te precedem- 
ment mouillee. 

2^ Les fills m^talliques ou les baguettes de verre qu'on retire de I'eau 
oil ils ont longtemps sejourne pour les introduire dans une solution 
gazeuse sursaturee ne provoquent plus de degagement gazeux dans 
la region qui a ete mouillee, tandis que le reste du til se couvre de 
bulles. 

Ces experiences r^ussissent bien plus facilement lorsqu'on emploie 
les liquides qui dissolvent les gaz de Tair plus abondamment que I'eau, 
tels quel'alcool, Tesprit-de-bois, I'ether, le phenol. Ainsi une baguette 
immergee pendant quelques minutes dans ces liquides, puis plongee 
dans I'eau de Seltz, ne se couvre de bulles de gaz que dans la partie 
qui n'a pas ete baignee par ces liquides. 

Certains corps poreux, dont Taction est ordinairement tres-intense, 
peuvent de cette manifere perdre toute efiScacite; c'est ainsi que le 
bioxyde de manganese qui a longtemps sejourne dans I'alcool absolu 
cesse de degager I'acide carbonique de I'eau de Seltz. II en est de meme 
lorsqu'il a ete maintenu pendant trois quarts d'heure dans I'eau bouil- 
lante et qu'on I'a laisse refroidir dans ce liquide. 
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UDe lame de verre dont j'ai compl^tement d^poli une des faces en la 
frottant avec du gres et» apr^s Tavoir laiss^e sejourner a I'air, pendant 
plusieurs jours, je Tai inlroduite dans de I'eau de Seltz, et je n'ai pas 
observe de difference sensible pour le nombre des bulles sur la face 
lisse et sur la face depolie; les bulles d^veloppees sur la face lisse m'ont 
seulement paru atteindre, avant de se degager, un plus grand diamMre. 
Du reste le sejour de la lame dans I'eau chaude ou dans Talcool a en- 
lev^ rapidemeut h I'une et I'autre face la propriety de provoquer le de- 
gagement gazeux. 

V. — Les corps solides qui rCont pas eu le contact de Voir sont sans action 

sur la solution sursaturde. 

Les corps solides, quels que soient leur forme et Tetat de leur sur- 
face, perdent, dans les circonstances indiquees ci-dessus, toute action 
sur les solutions sursaturees; on pent deja conclure de la que ce n'est 
pas en tant que corps solides qu'ils provoquent le degagement gazeux 
et que, par consequent, il faut renoncer k toute explication dans la- 
quelle on attribue une influence determinante aux pointes ou aux as- 
perites que les corps peuvent presenter. Je vais indiquer quelques ex- 
periences qui etablissent directement que les corps solides qui n'ont 
pas eu le contact de Tair sont sans action sur les solutions gazeuses 
sursaturees. 

i^ Lorsqu'on introduit dans ces solutions un fragment solide d*un 
sel quelconque, soluble ou non, un cristal d'alun dans de Teau deSeltz 
par exemple, il se degage aussitdt de Tacide carbonique. Si cet effet est 
du a ce que le corps est a T^tat solide, il se produira, qjielle que soit 
la maniere dont le cristal d'alun aura ^te forme et amene dans le liquide. 
Or on peut etablir que, s'il n'a pas eu le contact de Tair, il est sans 
action sur la solution. A cet effet on introduit dans un tube de verre 
bouche a une de ses extr^mites une solution sursaturee d'alun, que Ton 
fait bouillir pendant quelque temps pour enlever aux parois du tube 
la propri^te de provoquer le degagement des gaz, et, apr^s le refroidis- 
sement, on fait arriver avec precaution, a la surface du liquide, de 
I'eau de Seltz qui est plus leg^re et se superpose nettement a la solution 
saline. Les deux liquides restent en contact sans degager de gaz. On 

AnnaUt de Vieole NormaU. a« Serie. Tome IV. 4> 
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toDche alon, aTec rextremiCe d*iui fil de pUtiDe recemmeBl chaaffe aa 
rooge, an morceaod'alofi, doDt on detache ane parcelle toujours saf- 
fisante poarfaire crislalliser la solation sorsatoree de cette substance; 
si alon on enfonce rapidement le fit jusqu'au fond da tnbe, il y pro- 
Toqae la formation d^an cristal octaedriqne d*alan qni adhere assez 
fortement a son extremite poar qa'on paisse le retirer sans faire oris- 
talliser le reste da liqaide ; on amene alors le cristal dans la conche 
d'eaa de Seltz et, si la temperatare est basse, il se dissoat tres-lente- 
ment sans qu'on obserre de degagement gazeax. 

2^ Lorsqa'on brise sons Teaa de Seltz an morceaa de verre oa de 
toat aatre corps solide vitreax, on reconnait qae les sarfaces qai n^ont 
pas en le contact de Fair ne se coaTrent pas de buUes gazeases. L^ex- 
perience peat etre realisee d'ane maniere interessante an moyen d^ane 
larme bataviqae dont la sarface a ete rendae inactive par le contact 
prolonge dans Teaa oa dans Talcool. On brise la larme bataviqae dans 
an Terre k parois epaisses rempli d'eaa; elle se transforme en one 
poadre qai se rassemble aa fond da vase ; on enlfeve rapidement Teaa, 
qae Ton remplace par de Teaa de Seltz, et Ton constate qa'il ne se pro- 
dait aacane bulle gazeuse sar ces fragments de verre tres-petits et de 
forme angaleuse. Mais Texperience ne reussit pas avec des corps cris- 
tallises, car Fair s*insinae entre les feaillets cristallins et penetre a 
rinterienr de la masse solide. Cest ainsi qa'an fragment de bioxyde 
de manganese natarel brise soas Feaa de Seltz degage de Tacide car- 
boniqne a la fois sar la surface exterieare qai a ea le contact de Tair 
et sar la cassare recente qai n'y a pas ete exposee. 

3^ On peat varier beaucoap ces experiences et prodnire dans Teaa 
des corps palyeralents inactifs, mais qai prodaisent one vive efferves- 
cence lorsqn'ils ont sejourne au contact de Fair. Les scales conditions 
a remplir poar le sacces des experiences, c'est que la reaction chimique 
qui lear donne naissance ne produise pas en meme temps un gaz, et 
que Ton attende pour metlre le corps solide au contact de la solution 
sorsatar^e que la chaleur degagee pendant la reaction se soit dissipee. 
On prendy par exemple, de Tacide sulfurique etendu que Ton fait 
bouillir dans an tube dont les parois deviennent inactives, et Ton y in- 
trodait une solution recemment bouillie d'azotate de baryte : un depot 
de sulfate de baryte se rassemble au fond du tube; on enleve avec un 




REGHERCHES SUR LES SOLUTIONS GAZEUSES SURSATURl^ESy ETG. 323 

siphon le liquide et on le remplace par de Teau de Seltz versee douce- 
ment. Yient-on a agiter un pen le tube, un nuage de sulfate de baryte 
s'eleve dans le liquide sans produire de bulles gazeuses, tandis que du 
sulfate de baryte desseche k Fair determine dans Teau de Seltz une vive 
effervescence. On obtient le meme resultat avec le depot de chlorure 
d'argent resultant de la reaction du sel marin sur le nitrate d'argent. 

VI. — Les corps qui ont perdu leur propriiU la reprennent lorsquHls 

ont eti exposis au contact de Voir. 

Nous venous de voir que les corps qui ont s^journ^ dans I'eau ou 
qui ont ete portes h une temperature ^levee sont depourvus de la pro- 
priete de provoquer le d^gagement gazeux. On pent leur rendre leur 
activite en les laissant sejourner longtemps a Fair. On retire* par 
exemple, un fil m^tallique de la solution sursaturee ou il cesse de dega- 
ger du gaz, et on I'introduit dans un flacon au fond duquel on a verse 
une couche d'acide sulfurique que Ton a agit^ au pr^alable dans le 
flacon pour ne conserver que les elements gazeux de Tatmosph^re et 
que Ton maintient ferm^. La surface du fil se desseche rapidement* et, 
si on I'immerge de nouveau dans la solution sursatur^d il se re- 
couvre immediatement d'un chapelet de bulles gazeuses. II en est de 
meme des fils qui ont perdu leur activite par un s^jour de quelques mi- 
nutes dans Teau bouillante. Pour ce qui est des corps que Ton a rendus 
inactifs en les chauflant k une temperature elev6e» ils ne reprennent 
en general leur activite qu'aprfes un temps plus long. L'exp^rience 
pent se r^aliser sans exposer le fil au contact d'autre chose que les ele- 
ments gazeux de I'atmosphfere ; il sufBt de faire rougir le fil k I'aide 
du courant de la pile dans un tube au fond duquel se trouve de Teau 
de Seltz. Yient-on k immerger ce fil des qu'il est refroidi, on observe 
qu'il ne produitaucun eifet sur la solution sursaturee; mais, si on le 
retire alors du liquide pour Tamener dans la partie superieure du 
tube et qu'on I'immerge de nouveau, au bout de dix minutes, on le 
voit se couvrir immediatement de bulles d'acide carbonique. 
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yiL — Vne iUmo$^uTe gazeuse quekonque determine k 

du gaz dissous. 

Oo foit par ee qai precede, d'ane part, qae les ewps solides qui 
proToqaent le degagement gazeax Q^agissent pas en tanl que eorp6 so- 
ndes, d'aotre part^ qae ceox qui scut deTenus iuactifs par leur sejour 
dans I'ean on I'aetioa de la ehaleur et ceux qai, comme le eristal d'alun, 
les fragmeols de larme bataTique et le precipite de sulfate de barjte, 
n'ayaient pas encore ete exposes a Pair, dcTiennent actifs lorsqu'iis ont 
sejourne dans des yases fermes ne contenant que les elements gazeux 
de Fatoiospbere. On est aiusi natarellement conduit a attribuer le de- 
gagement de bnlles gazeuses a Fair condense a la surface des corps so- 
lides et amene par eux au sein des liquides. Si cette by pothese est exacte, 
il derra etre possible de proToquer ce degagement en introduisant 
dans b solution snrsatoree une atmospbere gazeuse quelconque. Pour 
realiser Texperienee, j'etrangle a la lampe d'emailleur, pres de Tune de 
ses extrinnites, un tube de yerre dont le diametre pent etre aussi petit 
qu*on youdra; j'y forme ainsi une petite clocbe qui sert a introduire eo 
un point quelconque de la masse liquide un yolume d^air ou de gaz de- 
termine. Le bord de Torifice de cette elocbe ayant ete recemment cbauffe 
au rouge est deyenn iuactif ; d'un autre cote, Tair de la clocbe se trouye 
soumis a une pression croissante a mesure qu^oo enfonce la clocbe dans 
le liquide et il diminue de yolume. dependant on yoit bientot Tair de 
la clocbe en refouler Teau et prendre la forme d'un menisque de plus 
en plus conyexe, jusqu'a ce que la bulle d'air qui s*appuie sur le bord 
int^rieur du tube Tabandonne pour monter a la surface du liquide; une 
nouyelle bulle se forme, puis se degage, et le pbenomene continue 
taut que la solution est sursaturee. Ainsi Tair introduit dans Teau de 
Seltz en degage de Facide carbonique. Ce degagement de gaz dissous 
au contact d'une atmospbere artificielle introduite dans le liquide est 
g^neralement assez lent; sa yitesse augmente ayec le degre de concen- 
tration de la solution et aussi ayec Feleyation de la temperature. Ayec 
de Feau de Seltz saturee sous une pression de 2 atmospbtrcs et une 
cloche d'enyiron 2 centimetres cubes de capacite, les bulles de gaz se 
snccedent a des interyalles de plus en plus espaces, comme on pent en 
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juger par le resuitat suivant d*une observation de ce genre prolongee 
pendant un peu plus d'une heure : 
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Mais on pent observer des degagements tr^s-rapides avec une solu- 
tion d'un gaz plus soluble : par exemple, en maintenant k sio degres une 
solution d'ammoniaque obtenue en saturant par un courant de ce gaz 
de I'eau entouree d'un melange refrigerant. Dans ces circonslances* 
rintroduction d'une cloche a air dans le liquide y produit un degage- 
ment tres-abondant de bulles gazeuses, qui toutes viennent prendre 
naissance a rorifice de la cloche : c'estune sorte d*^buHition de la so- 
lution ammoniacale ('). 

Ainsi» une bulle d'air amenee en un point de la masse liquide se 
gonfle aux depens du gaz qui se trouve en dissolution dans les regions 
voisines; la rapidite du phenomene depend de la vitesse avec laquelle 
les couches les plus riches cedent le gaz aux couches contigues et elle 
ne pent jamais elre tres-grande. Pour determiner un degagement plus 
actif» il suflit d'amener successivement la bulle dans des regions qui 
n'aient point encore cede de gaz. Ce phenomene se produit spontane- 
ment lorsqu'une bulle de gaz d^tachee du fond du vase s'eleve vers la 
surface en traversant une couche epaisse de liquide; on observe alors 
une augmentation de volume qui est hors de toute proportion avec la 
diminution de la pression qu'elle supporte ; mais il vaut mieux donner 
a Texperience la forme suivante. On prend un tube de verre rendu 
inactif par Tun des moyens que j'ai indiques» et d'une grande longueur, 



( * ) Gette experience, qui r^ussit tr^facilement avec les solutions d'ammoniaque et autres, 
ne donnerait aucun r^sullat si Ton employait des liquides qui pussent dtre consid^ds comme 
des combinaisons plus ou moins bien d^termin^ de gaz avec le dissolvant, par exemple les 
solutions d'acide chlorhydrique. G'est m^me 1^ un moyen de reconnattre si, dans des condi- 
tions donn^es de temperature et de pression, un gaz est combing avec un liquide ou bien 
8*il y est simplement dissous. 
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I metre par exemple: on recoorbe a angles droits ses deux extremites, 
pois, le tobe etant borizontaU on le remplit d'eao deSeltz; on rincline 
alors de quelques degres, et, a Taide d'un fil de platine, on fait naitre 
a Fextremite la plus basse du tube une bulle de gaz qui chemine vers 
Tautre extremite en prenant tres-yite un Tolume qui peut etre, a Tarri- 
yee de la bulle, plusieurs centaines de fois plus grand qu'au depart, » 
rinclinaison du tube est sufiBsamment faible. Ayec un tube de 90 centi- 
metres de long, assez incline pour que les bulles de gaz puissent cbe- 
miner par Teffet de la poussee du Jiquide, une bulle de gaz de ^ de 
millimHre de diametre arriyait, au bout de deux minutes et demie, a 
Tautre extremite; son diametre etait alors de 2 ^ millimetres : son yo- 
Inme etait done deyenu 4^< fois plus grand. Ici Taugmentation de yo- 
lume ne peut etre attribuee a une augmentation de pression et, d'un 
autre cote, si le tube est peu incline, le mouyement de la bulle sera 
plus lent, et par suite elle pourra prendre des dimensions plus conside- 
rables. 

Tai indique plus baut que mes recbercbes sur les solutions gazeuses 
sursaturees ayaient eu pour origine celles que j^ayais entreprises sur les 
solutions salines sursaturees. Or le resultat de mes experiences etait 
que le seul contact qui puisse determiner la cristallisation de ces solu- 
tions est celui d'une parcelle identiquea la substance que Ton fait cris- 
talliser, ou tout au moins rigoureusement isomorpbe ayee elle. Je me 
sois trooye naturellement conduit a rechereher si la presence d'une 
bolle gazeose identique au gaz dissous etait necessaire pour le degager 
de sa solution sursaturee. Les experiences precedentes ne resolyaient 
pas la question, car Taction de Fair sur Teau de Seltz, par exemple, 
pouyait etre attribuee a la petite quantite d'acide carbonique qui s'j 
trooye normalement. Poor reconnaitre si le contact d'one parcelle ga- 
zeose de meme natore etait necessaire au degagement, il fallait es- 
sajer sor one solotion gazeose sorsatoree on gaz qoi ne contint pas la 
moindre trace du gaz dissous. Pour me mettre a Tabri des difficultes 
que preseote la preparation des gaz absolument purs, j'ai fait agir Tair 
atmospheriqoe sor one solution sorsatoree d'un gaz qoi ne peot exister 
dans Fatmosphere, le bioxyde d'azote, qui s*y transforme en acide hy- 
poazotiqoe. L'experience prooye qo'il y a, dans ce cas, degagement 
do bioxyde d*azote dissoos comme poor Teao de Seltz. 
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Du restOy j'ai reconnu qu'en introduisant dans de I'eau de Seltz de 
petites cloches contenant des gaz tels que Thydrogfene, Thydrog^De 
sulfure, etc., qui n'ont d'action ni sur I'eau ni sur Tacide carbonique, 
on provoque un degagement du gaz dissous, mais ces divers gaz D^agis- 
sent pas avec la meme activite. Non-seulement Tatmosphere gazeuse 
de meme nature n'est pas necessaire, mais elle a, au contraire, moins 
d*eflicacite que les aulres; c'est une particularite dont on trouvera plus 
loin rinterpretation. II resulle done de ces experiences qii'un gaz quel- 
conque determine un degagement gazeux dans les solutions sursatu- 
rees. J'ajouterai de plus qu'un courant du gaz dissous fait cesser assez 
rapidement la sursaturation : ainsi» en faisant passer un courant d'acide 
carbonique dans Teau de Seltz, ou en agitant ce liquide dans un flacon 
plein d'acide carbonique, on enleve a la solution la propriete dedega- 
ger du gaz lorsqu'on y introduit meme des corps poreux. 

VIII. — Micanisme du phdnomene. 

Les experiences qui precedent etablissent done que les corps solides 
amenes au sein des solutions gazeuses sursaturees n'agissent pas sur 
elles en tant que corps solides, mais par la couche gazeuse de nature 
quelconque dont ils sont environnes, laquelle est suffisante pour pro- 
voquer un degagement gazeux. On doit, du reste, considerer un corps 
poliy quel que soit le degre de poli qu'il ait rcQU, comme convert d'as- 
pdrites formant k sa surface une sorte de reseau de conduits capillaires 
dans lesquels les gaz environnants s'introduisent et se condensent en 
quantites quelquefois considerables. Quant au micanisme du pheno- 
mene, je crois qu'on pent s'en rendre compte de la maniere suivante : 
soit une bulle d'oxygfene amenee h Taide d'une petite cloche a Tint^- 
rieur d'une solution sursaturee d'acide carbonique; la couche liquide 
sursaturee en contact avec I'atmosphere d'oxygene se trouve dans les 
memes conditions qu'un liquide en presence d'un espace vide ou rem- 
pli d'une vapeur d'esp^ce diff6rente; il y a done degagement dans I'oxy- 
g^ne de I'acide carbonique contenu dans la couche tr^s-mince superfi- 
cielle, jusqu'a ce que dans I'atmosphere d'oxyg^ne ce gaz ait pris la 
tension qui correspond a son coefilcient de solubilite dans I'eau. D'un 
autre cote, a mesure que la couche superficielle s'appauvrit, la couche 
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suivante lui cede par diffusioii une partie do gaz qu'elle coDtient et en 
reQoit en meme temps de la couche ulterieure, de sorte que, de proche 
en proche, il arrive du gaz vers cette couche superficielle tant que 
dure la sursaturalion. Le degageraeut se produisant ainsi sur cette 
sorte de surface libre en presence de I'oxygene et sous une pression 
exterieure supposee constanle, la buUe d'acide carbonique grossira en 
restant adherente aux bords de ia cloche oil elle a pris naissance, jus- 
qu*a ce que la poussee du liquide, qui augmente sans cesse, triomphe 
de {'adherence capillaire et entraine verticalement la bulle vers la sur- 
face libre du liquide. En s'elevant, la bulle grossit a la fois par son 
passage a travers de nouvelles couches sursaturees et par suite de la 
diminution de la pression. 

Du reste* au commencement, Tatmosphere gazeuse etant d'une autre * 
nature que le gaz dissous se comporte par rapport a lui comme le vide, 
et le degagement d'acide carbonique doit etre alors tres-rapide: mais 
ce gaz se melange h Toxygene et aussitdt le degagement se ralentit, 
d'autant plus que ia proportion d'acide carbonique devientplusgrande; 
cependant il continue tant que la couche superficielle contient plus 
d'acide carbonique qu'elle n'en dissoudrait sous la pression qu'exerce 
ce gaz dans le melange gazeux. 

Si, au lieu d'amener de Toxygene dans Teau de Seltz, on introduit 
une atmosphere d*acide carbonique, il y a encore degagement gazeux; 
mais il doit etre bien plus lent au commencement que dans le cas d'un 
gaz different, car la production du gaz par la couche superficielle n'est 
que remission d'un gaz dans une atmosphere de meme nature dont la 
tension est inferieure a celle qu*il faudrait produire pour faire pene- 
trer dans le liquide la quantite de gaz qui y est dissoute. 

L*experience justifie pleinement cette maniere de voir; en effet, 
dans une mSme solution sursaturee d'eau de Seltz, deux petites cloches 
aussi identiques que possible, Vune k hydrogfene, I'autre a acide car- 
bonique, descendant au meme niveau, laissferent degager des holies 
gazeoses soccessives apres les dorees soivantes : 
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Cette explication trbs-simple du phenomene suppose: i^ qu'il n'y a 
degagement de gaz qu*aux surfaces libres, c'est-k-dire au contact 
d*une atmosphere gazeuse; a^ qu'a mesure qu*il y a deperdition du 
gaz k la surface libre du liquide, les autres couches liquides cedent 
par diffusion et de procbe en proche une partie du gaz qu'elles con- 
tiennent a la couche superficielle, jusqu'k ce que celle-ci necontienne 
plus que la quantite de gaz necessaire k la saturation dans les condi- 
tions de Texperience. 

De ces deux conditions, la premiere se trouve realisee dans toutes 
les experiences indiquees ci-dessus. On pourrait croire cependant qu'il 
se produit souvent des buUes gazeuses au sein meme du liquide ; mais 
un examen attentif de Tendroit oil elles prennent naissance ne tarde 
pas k y faire reconnaitre la presence de parcelles solides non privies 
de Tatmospb^re gazeuse dont j'ai parle plus baut. 

Du reste, j'ai reussi k r^aliser le degagement de gaz seulement k la 
surface librCt dans les conditions les plus demonstratives, en prenant les 
dispositions suivantes. J'ai nettoye avec le plus grand soin un tube de 
verre qui avait 6te lav^ successivement k la potasse, k I'eau distill^e et 
a Talcool bouillant avant d'etre ferme k la lampe k I'une de ses extrS- 
mites; j'y ai introduit une solution satur^e d'acide carbonique, sous la 
pression d'environ 3 atmospheres, et je I'ai mise en communication 
avec le recipient, entierement vide d'air, d'une pompe k mercure. Je 
n'ai observe ni sur les parois, ni a I'interieur du liquide, la production 
d'une seule bulle de gaz; j'ai continue k faire le vide et le gaz ne 
s'est pas degage davanlage k Tinterieur du liquide : il n'y avait deper- 
dition que par la surface. Au contraire, en recommenQantTexperience, 
apr^s avoir introduit dans le liquide un fil de platine non desaere, il y 

Annates de I'tcole Nonnale. a^ Serio. Tome IV. 4^ 
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avaity au moment oil je rarefiais Tair, degagcment si abondant de buUes 
gazeoses sor le fil que le liquide paraissait etre en pleine ebullition. 
Cette experience demontre bien que, meme dans un milieu tout a fait 
?ide d'air et sous la seule pression de la vapeur d'eau, le gaz d'une so- 
lution qui a ete sursaturee sous une pression d'environ 3 atmospheres 
ne se degage pas au sein du liquide lorsqu'on n'introduit pas au 
prealable dans son interieur une couche gazeuse quelconque. 

Quant a la seconde condition, voici quelques experiences directes 
qui etablissent qu'elle se trouve toujours realisee : on prend un vase 
cylindrique de 20 k 3o centimetres de hauteur, on le prepare de ma- 
niere que ses parois ne provoquent pas le degagement du gaz, on le 
remplit presque enti^rement d'eau de Seltz et on le maintient dans 
une salle dont la temperature reste sensiblement constante, pour eviter 
le melange des couches liquides. On introduit alors une petite cloche 
dans la re^on supSrieure du liquide ; il se produit un degagement de 
buUes de gaz qui continue pendant un certain nombre d'heures, variable 
avec la concentration de Teau de Seltz. Lorsque le gaz emprisonne sous 
la cloche n'augmente plus de volume, on enfonce le tube davantage, 
et apr^ quelques minutes, bien que la pression supportee par le gaz 
soit plus forte, on constate un nouvel accroisseroent de volume qui 
prouve que les r^ions inferieures sont encore sursaturees quand les 
regions sup^rieures ont cesse de Tetre; lorsqu'au bout d'un certain 
temps le degagement cesse k ce niveau on le reproduit en enfon^ant 
encore la cloche de gaz. On pent donner k cette experience une forme 
un peu difierente; on introduit dans le vase cylindrique, plein d*eau 
de Seltz, trois petites cloches k air aussi identiques que possible, mais 
dont les orifices affleurent k des niveaux differents, et Ton constate que, 
lorsque ie degagement gazeux a cess^ dans la cloche superieure, il per- 
siste encore pendant un certain temps dans les deux autres, puis qu'il 
eesse dans la cloche moyenne pendant qn'on pent Tobserver encore 
longtemps dans la cloche inferieure. 

On pent du reste se faire une idee de la distribution du gaz dans les 

couches successives en operant comme il suit : on prend un tube de 

1 5 millimetres de diamfetre et de 4^ k 5o centimetres de longueur; on 

le prepare comme il a ete dit plus haut et on le remplit d'eau de Seltz, 

en laissant son orifice librement ouvert dans I'atmosphere. On enfonce 
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alors rapidement daDS le tube un fil de platine : il se couvre imm^diate- 
ment de bulles gazeuses de grosseur uniforme ; mais, si Ton abandonne 
le tube in une temperature sensiblement constante pendant plusieurs 
heures et qu'on immerge de nouveau le fil, on constate que les bulles 
qui se forment dans les couches voisines de la surface libre sont beau- 
coup plus petites que les autres. Si Ton r^pbte rexp6rience chaque jour, 
on reconnait que la region oil les bulles sont le plus petites s*£tend 
graduellement vers le bas, et Ton arrive enfin k trouver que le fil ne se 
couvre plus de bulles gazeuses que dans la region inferieure et sur une 
longueur qui diminue graduellement. 

II resulte de Ik que les couches gazeuses sursatur^es les plus riches 
cedent de proche en proche une partie du gaz dissous aux couches su- 
perficielles; mais cet ^change est extremement lentt et dans un tube 
de 4o centimetres de long et de i5 millimMres de diamMre j'ai pu 
suivre les particularites du phenom^ne avec la mSme solution sursa- 
turee pendant plus de six mois. Ainsi se trouve confirmee dans ses 
divers details Texplication proposee ci-dessus. 

IX. — Virificcuion a posteriori de V explication pricidente. 

Les experiences qui precedent nous ont conduit k attribuer le d^ga- 
gement des gaz des solutions sursatur^es k I'existence d'une atmo- 
sphere gazeuse agissant comme nous venons de le dire. Nous allons 
passer en revue quelques consequences de ce r^sultat, dont nous don- 
nerons ainsi une verification experimentale. 

Si le degagement gazeux produit par les corps solides est determine 
par le reseau de conduits capillaires qui s'ouvrent k la surface des 
corps » il devra etre d'autant plus abondant que ces conduits seront 
plus nombreux. Cest ce que Ton observe en effet : ainsi, dans une so- 
lution gazeuse sursaturee, les corps poreux» comme le noir ou la 
mousse de platine, produisent une vive efiervescence qui persiste tffes- 
longtemps. 

Au contraire, si ces canaux se reduisent k des sillons largement ou- 

verts, ou I'arrivee du liquide emprisonne de I'air, le degagement de 

chaque bulle gazeuse formee dans celte atmosphere Tentrainera en 

partie, et lorsqu'un certain nombre de bulles se seront degagees, il ne 

43: 



33a 



D. GERNEZ. 



restera plus de gaz pour amorcer le ph^nomfane : c*est encore ce que 
Ton constate k la surface des corps non poreux. 

L*eflFet d'un contact prolong^ avec les liquides s'explique trfes-bien 
par la dissolution lente des gaz condenses k la surface des corps immer- 
gSs. Quant k Taction de la chaleur, on s*en rend compte en consid^rant 
que les gaz sent chassis en grande partie par la dilatation. De plus, 
lorsque le corps est chauffe au rouge avec le contact de Fair, les ma- 
tiferes organiques pulverulentes ou grasses depos^es k sa surface, et qui 
y ferment de nombreux sillons pouvant emprisonner de Fair, se trou- 
vent d^truites, et la surface du corps est debarrassee de la coucbe ga- 
zeuse qui etait retenue dans les anfractuosites de la surface. 

Cette action d'une atmosphere gazeuse sur les gaz retenus en solu- 
tions sursatur^es par les liquides rend compte d'un certain nombre de 
pb6nomfenes : elle explique comment une solution sursalur^e gazeuse 
expos^e k IVir s'appauvrit peu k peu par la surface; comment un cou- 
rant d'air ou d'un gaz quelconque enlbve rapidement d'une solution 
tout I'exc^dant de gaz dissous, si le courant gazeux est de mSme nature, 
et la totalite de ce gaz si le courant est de nature differente. Elle rend 
compte aussi de I'effervescence trbs-vive que Ton produit en agitant 
avec de Tair une solution gazeuse sursaturee. Dans ce cas, en effet, 
on introduit, par I'agitation, un grand nombre de bulles gazeuses qui 
ferment chacune une atmosphere dans laquelle le gaz dissous se d6- 
gage; ces bulles, trfes-petites d'abord, grossissent tr^s-rapidement, fer- 
ment avec des liquides convenables une mousse si abondante, qu'apres 
un tres-petit nombre de secousses Texcedant de gaz persistant en 
dissolution a totalement disparu. Enfin elle donne la raison de Teffer- 
vescence qu'on determine lorsque Ton comprime brusquement de Tair 
a la surface d'un liquide mousseux ; chaque bulle d'air qui pen^tre dans 
le liquide sert d'amorce au degagement gazeux. 
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DEUXifiME PARTIE. 

DfiCOMPOSraON DB CERTAINS CORPS AD CONTACT DUNE ATMOSPHfeRB GAZEUSE. 



II resulte des faits rapportes dans la premiere Partie que Tintroduc- 
tion d'une atmosphere quelconqne au sein d*une solution gazeuse sur- 
saturee determine le d^gagement d'une portion du gaz dissous ^gale ^ 
I'exc^s de la quanlit^ qui s'y trouve contenue sur eelle qu'on y.pourrait 
dissoudre de I'exterieur dans les conditions de I'exp^rience, et cela 
quelle que soit Torigine de la solution sursaturee, qu*elle provienne 
d'une diminution de pression, d'une elevation de temperature ou de la 
formation au sein du liquide d'un poids de gaz superieur a celui qu'il 
pourrait normalement en dissoudre. 

La facility avee laquelle on pent ainsi d^gager le gaz dissous dans les 
liquides au moyen d'une atmosphere gazeuse qu'on y introduit m'a en- 
gag^ a rechercher si je ne pourrais pas par ce moyen determiner la se- 
paration de certains composes liquides en leurs elements gazeux. L'ex- 
perience a justifie cette provision et je vais indiquer les r^sultats que 
j'ai obtenus : i® avec les substances dont les elements s^pares peuvent 
se recombiner k la temperature de I'experience; 2^^ avec celles dont les 
elements s^par^s ne peuvent pas, dans les memes conditions, regenerer 
le compose primitif. 

I. — Cos des composes susceptibles de dissociation. 

Pour augmenter la quantite de gaz separe, il convient de renouveler 
frequemment Tatmosphere gazeuse introduite au sein du liquide : a cet 
effet on le fait traverser par un courant de gaz. Si Ton emploie, par 
exemple» des solutions de sulfhydrate de sulfure de potassium bien 
cristalliset recemment prepare et debarrasse par un courant d'air de 
rhydrog^ne sulfure interpose mecaniquement, on reconnait qu'un cou- 
rant de gaz inerte d'azote ou d'hydrog^ne^ lave au prealable dans une 
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letm^e atcsdiite, <mtniine immertisitisaiefU: de I'hy^iinfjeiia ^fure a la 
flsfn^^tftnmm arriSimtre. 

fbiir ^Cer fniite ibieiniofi, wiiiu la rtisfifimliiia «|ii'il •^nnvient <fa 
AMiff^ a^ r^fxperienca : T^ir appdit par tia asgiratanr trar^erse iia lani^ 
flfrifiie (^nisinuint de^ fc:kgpniexUB cte pfiCasMcriustiqiiH <fni ahsorbesit Tafnife 
carh«>nii|iie: il pA$«<ie hilars a tri^^arsi la ioluiiiiiu prepuree ;ui mnmfflut 
iiiemi»7 fte :4ii(fIiv<tr;iCig de ^fore de pousaium^ et <;finH?nnH ilaus imft 
epmuvette :% pieitr poi^ paase a trav^nt tleax Inn^ tu&«» ea IT (lant le 
ffUi^ ^c rfarrtttf \e» ganttdiettes de la 9Q(adua <|ai sarafflit pa eCR 
^mCtraiii^ iii^^inupi^iiKnt:: <fflfla il arrrw i&hu aa tofie caoife ei ia- 
dine MtMxuMt ^eatmneat (foeiipies ;^atte$ fTone sobitiaa ie soufi- 
ai^^l^ate dfe ptdmb rpse efia4|tte buiL^ d^al? eocraiiie <£aiis la partis as- 
4*.eiu&Mife: 4ia ta&^r d'dd. eilea redaseexuieat poor drft sooIsiFees poc one 
OMU^dfe: Ml^ ^ ie eet&t naniere na force la boIU a rester le pbis Gafl|^ 

Ml f^^iMUKile fh» ^il6r Eft pveMoce <ie ITkycirogsiie soKire. 

1^ uMiMtf^, ^ r<m ofere mut dE« adlafioiu cTaolre^ seb bisa criatai- 
Iki^^^ t^ epte lea &j»irffe» on les biaeetaktes alea^as^ aa traiR* 
(fo/lt <^ <4%:^ (i^ Tiutide salforetss oa de ra4!Hfe a«adqpe. ia Ji ica a i 
^itMMTa! ^fafei file aree fea fciearibDaatfn : «& eaoraat ^^irofnc «« 
^arir pfifi^ ^ae«ier ^ar le poaaage iasa «a take sk pooce potassee & pte 
4e ^ miatn it Umgmwt^ tnwtnstmt aae solitlkft & bkwlaaaie lie 
^iMTt Ml 4e kvfjle, ealere f!e Taei^le ea neoiee Impd ^11 w depose 
4«i earliMKarlM ffl^laU^i^ OtU expefieaee a^'cst ca r«aEle ^aa b r^ta* 
4af€ti<wi raipi^ 4a fAea^aieae de dccoaipositiaa qae prcseale lealc^ 
Mi^i^l b MiaiUm de e» biearboaaUs expM€s a Fair et i|«i Awae liea 
M^ii 4^rffi4i^ tiiUMm daas lei saorce§ iacrastaalcs. 

M«b fexf^maee f«aliiee aree le lacarboaate de polasBC doaae aa 
rhuiUft fceaaeMip plas iaatteada : eo eflel ce corps est tra-biea ens- 
UAVu^ et f 1 ae panrft |Mi solipfr la aioiadre allcratioB qiOBtaaM a la tean 
f^kr^tmt ardiiuiire; eepeodaat, si Toa fait traTerser aae sdotioa de re 
Mrl par oa eoaraat d'air qae Tea a prif^ d^acide ea le faisaat passer 
4^f$i^ de Umfp$ tabes a potasse, oa ealere, laeiBe a la temperatare de 
to dtfgiHf des qaaatit^ d'^eide earboaiqoe gradoellenieat croissaatcs. 
00 reste^ la qoaoli ti^ d'acide ealeree ea aa temps doaae par le coaraat 
4*^f ingaieate assez rapidemeat aree la temperatare. 
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Ges phenom^nes de decomposition ne s'observent pas seulement avec 
les corps dont un des elements est gazeux k la temperature ordinaire, 
comme Tacide carbonique, I'hydrogene sulfure et I'acide sulfureux, on 
pent les manifester avec un grand nombre de composes, pourvu qu'on 
op^re k une temperature convenable. Cest ainsi que les azotates aban- 
donnent de Tacide azotique k des temperatures de beaucoup inferieures 
a celles que Ton regarde comme temperatures de decomposition de ces 
corps. L'azotate de magnesie, par exemple, chauffe a 1 5o degres dans 
un courant d*air prive d'acide, perd pen h peu de Tacide azotique et 
presente alors une reaction alcaline. 

L'azotate d'ammoniaque presente des particularites plus curieuses 
encore : purifie par plusieurs cristallisations, ce sel neutre, chauffe au 
bain-marie au-dessous de i5o degres dans une cornue, abandonne a un 
courant d'air prive d'acide carbonique une certaine quantite d'ammo- 
niaque en meme temps que le liquide restant devient tr^s-manifeste- 
ment acide. 

Des particularites du mSme genre s'observent encore lorsqu'on fait 
passer un courant d'air sec ou d'un gaz inerte a travers les acides hydra- 
tesy telsque I'aeide azotique, I'acide chlorhydrique, etc., maintenus a 
des temperatures constantes; et, d'une maniere generate, on pent dire 
que les composes salins dissous semblent ceder a un courant gazeux une 
quantite determinee de celui de leurs elements qui est volatil k la tem- 
perature de I'experience. 

Dans ces circonstances, quel est le rdle du courant gazeux? Chimi- 
quement, il n'a d'action sur aucun des elements du liquide qu'il tra- 
verse et il en sort sans avoir subi d'alteration. Quant aux substances 
qui cedent au courant de gaz un de leurs elements, elles sont capables 
de lereprendre a la meme temperature; elles presentent done le phe- 
nom^ne de la dissociation dont les caract^res ont ete signaies, pour la 
premiere fois, par M. H. Sainte-ClaireDeville. D'aprbscela, si Ton admet 
que les divers composes dont nous avons parie ont, k la temperature 
ordinaire et k I'etat de dissolution, une tension de dissociation deter- 
minee, quoique tres-faible, ils emettront par leur surface, dans une at- 
mosphere limitee, une petite quantite de gaz, constante dans les memes 
conditions de temperature et de milieu; mais, si Ton renouvelle la 
couche gazeuse en contact avec le liquide, ou si, par un courant gazeux 
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iDteriear* on augmente la surface libre da liquide, on provoqnera le 
degagement de qaantites incessammeDt renoovelees de Telement yola* 
til. C'est ainsiy par exemple, qae, le bicarbonate de potasse emettant ^ 
r^tat de dissolution une quantity tr^faible d'acide carbonique, Tes- 
pace en contact avec le liquide se trouve bient&t sature, et la decompo- 
sition s'arrete ; niais» si Ton enleve I'acide carbonique degage et qu'on 
renou?elle ratmosph^re, il s'en produit une nouvelle quantite qui sa- 
tare Tespace en prince, de sorte que le passage du courant de gaz 
inerte entraine bientot une quantite d'acide carbonique notable. 
Yient-on h elever la temperature, la tension de dissociation augmente, 
et la quantite d*acide carbonique fournie pendant le meme temps au 
courant de gaz inerte est plus considerable. 

Cette roaniere de voir a ete confirmee, a Tepoque ou je Tai formulee 
pour la premiere fois, par une experience remarquable de M. Debray, 
qui a montri que dans le vide le carbonate de potasse sec emet a la 
temperature ordinaire desquantites appreciates d*acide carbonique (*). 

On ?oit, du reste, Tidentite que presenlent le degagement d'un gaz 
d'une solution sursaturee dans une atmosphere gazeuse et la decompo- 
sition des composes dont je viens de parler, qui emettent dans les memes 
conditions un de leurs elements gazeux. 

II. — Cos des carnposes dont les e'Umenis ne se recombinent pas 
directement. Explication de certauns phinomines diis catalytiques. 

D^s Torigine de mes recherches sur les solutions sursaturees, je fus 
frappe de Taualogie que presentait Teffervescence de ces solutions au 
contact des corps solides quelconques avec la decomposition de quel- 
ques composes tres-instables» tels que Teau oxyg^nee determinee par 
certains corps jouissantde proprietes dites catalytiques. Apr^ de nom- 
breuses experiences comparatives faites sur Teau oxygenee et sur 
d'autres composes instables, je reconnus que les substances dont le 
contact provoque leur decomposition doivent cette propriete a Tatmo- 
sphere gazeuse qu'ils introduisent au sein du liquide el que leur mode 
d'action sur ces corps est le mSme que sur les solutions gazeuses sur- 



(*) Comptes remias, t. LXIV, p. 606. 
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satur^es. Je yais indiquer sommairement quelques-unes de ces expi* 
riences. 

Je me suis servi particulibrement de solutions d'eau oxyg6n^e, trbs- 
l^g^rement acides, dont la decomposition spontan^e est tres-lente k la 
temperature ordinaire; elles peuvent se conserver plusieurs mois dans 
des tubes de verre sans perdre la totality de leur oxyg^ne et sans 
qu'une seule bulle de ce gaz se d^gage sur les parois des tubeSt si I'on 
a eu soin d'en preparer la surface de mani^re k la d^barrasser de la 
coucbe d'air adherente; seulement elles ^mettent par leur surface une 
certaine quantity de gaz, et sous ce rapport elles se coroportent comme 
les solutions gazeuses sursatur^es. 

Si Ton introduit dans Teau oxyg^n^e une lame de platine, sa surface 
se couvre de bulles de gaz absolument comme si elle etait baignee d'eau 
de Seltz; mais vient-on k la faire sojourner pendant quelques minutes 
dans Teau bouillante ou k la chauffer au rouge, puis k I'immerger im- 
mediatement dans Teau, cette m^me lame refroidie devient absolument 
sans effet sur Teau oxyg^nee comme sur I'eau de Seltz. C'est, du reste, 
un fait bien connu que I'eau oxygen^e pent rester au contact du pla- 
tine laming sans eprouver de decomposition manifesto; ainsi^ on opbre 
dans une capsule de platine lorsqu'on veut preparer de Teau oxyg^nee 
par Faction du bioxyde de baryum sur Tacide fluorhydrique. 

Les fils de platine se comportent de la meme manibre, et Ton peut, 
en chauffant le meme fil en des points convenablement espaces, obtenir 
des regions alternativement inactives et actives qui se manifesteront 
par rimmersion dans le liquide. 

La limaille de platine est plus active, mais on pent la priver de ses 
proprietes par les mSmes moyens. 

Si Ton op^re avec de Teponge de platine qui est creusee d'un grand 
nombre de canaux capillaires oil les gaz se condensent facilement, on 
observe qu'elle produit une vive effervescence dansTeau de Seltz comme 
dans I'eau oxygenee. Ici encore on pent enlever au platine son activite, 
mais plus difficilement que dans les cas precedents, et cela se com- 
prend aisement, puisqu'il faut expulser le gaz des canaux trbs-etroits 
qui le contiennent. A cet' effet, on chauffe k blanc I'eponge de platine 
retenue k I'extremite d'un fil de meme metal et on I'immerge brusque- 

jinnales de VteoU Normale, 3* S^rie. Tome IV. 4^ 



338 D. GERNEZ. 

ment dans de I'eau maintenue en Ebullition ; on laisse refroidir, puis 
on fait bouillir de nouveau, et ainsi de suite un certain nombre de fois. 
Dans ces operations alternatives, les gaz sent entraines par la vapeur et, 
pendant le refroidissement, Feau penetre dans les conduits capillaires 
oil elle dissout pen a peu tout le gaz restant. On finit, avec un pen de per- 
severance, par obtenir des fragments d'Eponge de platine qui sont a ta 
fois sans action sur I'eau de Seltz et sur Teau oxygenee. Du reste, on 
pent reconnaitre qu'k mesure que I'operation est plus avancee, le 
nombre des points du fragment oil les gaz se degagent devient de 
moins en moins eleve. Dans ces manipulations, la substance n'a subi 
aucune modification, car, si on la retire pour Texposer pendant quel- 
que temps dans une atmosphere seche, meme a Tabri des poussieres 
atmospheriques, elle redevient active. 

Les autres corps qui decomposent tr^s-Energiquement Teau oxyge- 
n^e dans les conditions ordinaires perdent leurs proprietes lorsqu'on 
le'ur enleve la couche gazeuse condensee a leur surface. 

Ainsi Tor obtenu par precipitation du chlorure dans une solution 
bouillante de sulfate de fer, Targent precipite du nitrate par le zinc 
deviennent inactifs lorsqu'on les a maintenus quelque temps dans Teau 
bouillante. 

II en est de meme de la fibrine conservee depuis longtemps dans 
Talcool ou traitee pendant quelque temps par I'eau bouillante. 

Je viens de dire que les effets de I'eponge de platine sur Teau oxy- 
gen^e Etaient de tons points les memes que sur Teau de Sellz; il en est 
ainsi, en effet, dans les premiers instants du contact, mais bientdt se 
manifesto une difference : tandis que dans I'eau de Seltz I'activite de 
I'effervescence diminue avec le temps, elle augmente, au contraire» 
dans I'eau oxygenee. Ge phenom^ne s'explique aisement : dans I'eau 
de Seltz la quantite de gaz contenue dans les couches liquides en con- 
tact avec I'eponge va en diminuant; de plus, s'il se produit dans ces 
couches une variation de temperature, c'est une diminution toujours 
tres-faible, tenant k ce que I'acide carbonique dissous prend de la cha- 
leur pour se degager a I'etat de gaz. Au contraire, I'eau oxygenee, qui 
appartient k la categoric des corps que M. H. Sainte-Claire Deville a 
appeles exphsifs^ se decompose avec un degagement de chaleur qui 
favorise la decomposition des couches liquides qui environnent la 
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mousse de platine, de sorte que le phenombne commence sous Tin- 
fluence de I'atmosphere gazeuse introduite se continue surtout par 
Taction de la chaleur degagee et avec d'autant plus d'intensite que la 
decomposition est plus rapide, de telle sorte que, si le liquide, dont la 
chaleur specifique est considerable, n'enlevait pas la plus grande 
partie de la chaleur degagee, il y aurait explosion. C'est ce que Ton 
observe quand on verse de I'eau oxygenee sur du noir de platine, qui 
condense une grande quantite de gaz, est pulverulent et par suite mau- 
vais conducteur de la chaleur, ou encore sur Toxyde d'argent, qui jouit 
de proprietes analogues. Le noir de platine est porte k Tincandescence 
avec un violent degagement de gaz, si I'eau oxygenic est concentree, 
et I'oxyde d'argent, qui deja se decompose k loo degres d'une manibre 
sensible, est chauffe assez fortement pour perdre la totalite de I'oxy- 
gene qu'il contient. Du reste, la reduction de cet oxyde et des oxydes 
de platine, d'or et de mercure avait ete deja regardee par Thenard 
conime une consequence du degagement de chaleur. II n*y a, comme 
on le voit, rien d'extraordinaire dans ces ph^nom^nes. 

Toutes les particular! tes que pr^sente la decomposition de I'eau oxy- 
genee, et qui ont et6 ^tudiees avec tant de soin par Thenard, s'expli- 
quent de la meme manibre. C'est ainsi qu'on se rend compte des divers 
degres d'activite de I'argent, suivant qu'on Temploie sous diverses 
formes; en lingotil se couvre a peine de bulles, il est plus actif a I'etat 
de limaille, et beaucoup plus lorsqu'il a 6te pr^cipite par le cuivre et 
seche. Sous ces divers 6tats, ce metal condense en effet, inegalement, 
les gaz de Tatmosphbre, mais il devient completement inactif lorsqu'on 
Ten a priv6. 

Les substances qui agissent le plus ^nergiquement sont celles dont 
les pores condensent le plus facilement les gaz : tels sont le charbon, 
qui degage de Toxygbne sans former d'acide carbonique, et les metaux 
poreux, tels que I'or^ le platine, le palladium, le rhodium, I'iridium et 
1 osmium. • 

On s'explique aussi facilement Taction singulibre de la fibrine du 
sang. Thenard a constat^ que la fibrine fraiche determine une decom- 
position tres-vive de Teau oxygenee sans eprouver d'alteration dans sa 
constitution chimique; or on saitque cetle substance s'obtient en bat- 

tant le sang frais au contact de Tair avec une verge d'osier, les fila- 
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meats de fibrioe s'attachant sur les baguettes. Leur action sur I'eau 
oxyg6o6e tient noo pas a leur nature, mais a Tatmosphere gazeuse 
adh^rente k leur surface. Nous avons vu, en effet, que si I'on enleve 
les gaz condenses a la surface de cette substance, soit par Taction de 
Tean bouillante, soit encore, sans variation de temperature, par an 
s^jour prolonge dansTalcooI, elle devient absolument inactive. 

Une autre action tres-intense est cclle du bioxyde de manganese qui 
a son maximum d'effet a I'etat pulverulent. La persistance de cette ac- 
tion, lorsqu'on essaye de priver cette substance des gaz condenses, 
parait tenir k ce que, dans les solutions d'eau oxygenee rendues legere- 
ment acides par I'acide sulfurique, il peut se produire une petite quan- 
tite d'oxyg^ne qui suffit k amercer la decomposition et dans les solu- 
tions qui contiennent de I'acide chlorhydrique une petite quantite de 
chlore qui agirait de la meme maniere. 

II n'y a done pas lieu d'attribuer aux substances qui, apres avoir se- 
joaraik Tair, d6composent Teau oxygenee, les proprietes speciales que 
Ton a appelees catafytiques, puisque ces proprietes dependent essen- 
tiellement des gaz qu*elles ont condenses, et qu'il est possible, sans 
changer leur nature chimique ni leur etat physique, ni mSme leur 
forme, de leur enlever ces proprietes decomposantes. 

On observe des phenom^nes analogues aux precedents avec certains 
liquides instables, susceptibles d'abandonner un Element gazeux iors- 
qu*on les soumet k Taction des corps poreux, k des temperatures infe- 
rieures k celles oil elles produisent un degagement gazeux ostensible. 
Je vais indiquer quelques exemples d*actions de ce genre. 

Je commencerai par rappeler Tobservation due k Schoenbein et que 
j'ai mentionn^e plus haut (p. 3i3). Si Ton superpose de Teau a de 
Tacide hypoazoUque liquide, et qu'on introduise un fil de platine dans 
le liquide inferieur, il se produit un degagement de bioxyde d'azote. 
Pour demontrer que cet effet n'est pas du k la gaine d'eau amen^ dans 
Tacide hypoazotique par le fil de platine, Schoenbein faisait «n melange 
d'acide hypoazotique avec un volume d'eau de cinq k dix fois plus 
grand, et lorsque la vive effervescence produite par le degagement de 
bioxyde d'azote de ce melange avail cess^, et qu'il ne se degageait plus 
que de trfes-petites buUes de gaz, Schoenbein introduisait an fil de pla- 
tine qui se couvrait de bulles de gaz; il n'avait pas hesite k attribuer* 
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comme dous ravens rappelS plus haul, cet effet a la couch6 d'air amen^ie 
par le fil de platine. 

Ce phenomfeDe rentre dans la categorie de ceux que pr^sente Teau 
oxyg^n^e : on peut utiliser cette action de Teau sur Tacide hypoazo- 
tiquepour realiser avecbeaucoup de facilite des experiences analogues 
k celles que j'ai rapportees sur celte substance. Yoici les conditions 
dans lesquelles il convient de se placer pour les reussir k coup sur : 
on commence par nettoyer un tube de verre de diametre quelconquOt 
en le passant a la potasse, puis a I'eau distill^Ct puis a I'acide sulfu- 
rique, et enfin k I'eau distillee. On y laisse une coucbe d'eau de 8 a 
lo cen timbres de bauteur, on la fait bouillir pour enlever I'air qui 
pourrait encore adberer aux parois du tube, puis on refroidit le tube 
vers la temperature de la glace fondante. On verse alors dans le tube de 
Tacide bypoazotique liquidot prealablement refroidi, qui traverse I'eau 
et se rassemble au fond du tube sous forme d'un liquide bleu; on Intro- 
duit ainsi une coucbe de n a 3 centimetres de bauteur sans observer de 
degagement gazeux. On retire alors le tube du bain refrigerant eton le 
laisse reprendre pen h peu la temperature ordinaire, soit, par exemple, 
i5 k 3o degres : il ne se degage pas une seule bulle de gaz. Yient-on k 
introduire un fil de platine desaere dans le liquide bleu inferieur, que 
Ton regarde comme etant de I'acide azoteux, il ne produit aucun effet, 
malgre I'eau aciduiee qu'il amene dans le liquide bleu. Au contraire, 
si le fil de platine n'a pas ete debarrasse de la gaine d'air adherente, il 
provoque un vif degagement de bioxyde d'azote qui cesse dhs qu'on re- 
tire le fil pour recommencer par une nouvelle immersion. 

La nature de la substance introduite est tout k fait sans influence 
sur le pbenom^ne, qui ne depend que de la presence d'une atmospb^re 
gazeuse. On realise, en effet, tout aussi facilement la meme experience 
en introduisant dans le liquide inferieur une bulle d'air k I'extremite 
d'un tube capillaire de verre prealablement cbauffe et inactif. L'arrivee 
de la bulle d'air provoque un vif degagement, qui cesse brusquement 
des qu'on retire le tube. 

L'intensite du degagement augmente avec la temperature k laquelle 
on soumet le liquide. Elle devient trbs-grande, toutes cboses egales 
d'ailleurs, lorsqu'on subslitue k un fil de platine un corps amenant de 
I'air en un grand nombre de points, par exemple un morceau d'eponge 



34^ D. CEMMEZ. 

de pbtine; dans ce cas, le d^agement ressemble a one Teritable ex- 
plosion ; il cesse, do reste, iDstanUneaieDt des qae Ton retire le corps 
qui le proToqoe. 

n J a done decomposition de Tacide axoteox a one temperatore el 
dans des conditions oil il ne se prodoirait pas one bolle de bioxyde 
d*azote si Ton n'introdoisait dans ce liqoide one atmosphere gazense. 

Yoici one aotre experience qoe j'ai realisee aTCc le meme liqoide 
dans on tobe de verre nettoje aTCc le plos grand soin. Tajoste ce lobe 
par on tobe de caootchooc avec one pompe a mercore, apres aToir dis- 
pose dans Taxe do tobe on fil metalliqoe retenant on morceao d*eponge 
de platine a one petite distance de la sorface do liqoide. On fait le Tide 
dans le tobe el il ne se degage pas sor les parois ni a rinterieor do 
liqoide one seole bolle de gaz : la sorface do liqoide emel seole one 
certaine qoantile de gaz par one sorte d*efaporalion. Vienl-on 3i en- 
foncer la moosse de platine dans le liqoide, il se prodoil instantane- 
men! on degagemeni extrdmemeni abondani de bioxyde d^azote. Celie 
experience, semblaUe a celle qoe j'ai indiqoee page 329* sor Teao de 
Seltz, mel bien, comme la precedente, en relirf Tanalogie qoe presen- 
lent les phenomenes de decomposition aTCc le degagemeni des gaz de 
leors solotions sorsatorees. 

L'eao oxygenee el Tacide azoleox ne sont pas les seols corps doni la 
decomposition poisse etre proToqoee par rinlrodoclion d'one atmo- 
sphere gazeose ao sein d'on liqoide. Un certain nombre de sobstances 
soseeptibles d'abandonner on de leors elements a Tetal de gaz se com- 
porteni de la meme maniere. Telle est, par exemple, la solotion d'azo- 
lile d'ammoniaqoe qoi donne de Fazote; lei est aossi le melange 
d'azotile de potasse el de chlorhydrate d'ammoniaqoe, qoi serl a la 
preparation de I'azote, lorsqo'on mainlieni ces liqoides a des tempera- 
lores inferieores a celles oil les holies d*azote commenceni a y appa- 
raitre. Ainsi, a la temperatore ordinaire, le melange de solotions con- 
eenlrees de chlorhydrate d*ammoniaqoe el d*azotite de potasse, 
introdoit dans on tobe prepare, ne degage pas one seole bolle d*azole» 
tandis qoe Tintrodoction d*on fil de platine y prodoil des holies de ce 
gaz, el qoe la moosse de platine 00 le bioxyde de manganese y deter- 
mine one ynje effenrescence. 
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troisiJme partie. 

REFUTATION EXP£RIMENTALE DES OBJECTIONS FATTES AUX EXPERIENCES 

pr£c£dentes. 



Les experiences que je viens d*exposer oat et& resumees dans deux 
Notes presentees a TAcademie des Sciences, le 19 novembre 1866 et 
le 18 mai 1867; elles attirerent particulierement Taltention de quel- 
ques savants, notamment de M. Tomlinson, membre de la Societe 
royale de Londres, qui annon^a qu'elles etaient inexactes, et de 
M. Schroder, de Mannheim, qui publia, en mai 1869 (*), unMemoire 
danslequel, apr^s avoir verifie scrupuleusement Texactitude de tons les 
resultats que j'avais fail connaitre en 1866, il deciara qu'ils n'etaient 
pas nouveaux. Je discuterai plus loin en detail les experiences de 
M. Tomlinson; quant aux assertions de M. Schroder, j'ai donne dans 
Thistorique qui precede ce Memoire les elements sufBsants pour les 
apprecier : aussi ne m'y arreterai-je pas longtemps. Ge savant aiBrme 
que Schoenbein avait dimontri incontestablement que les corps solides 
doivent la propriete de degager les gaz de leurs solutions sur^atur^es k 
une couche gazeuse condensee a leur surface : je me contenterai de de- 
mander k M. Schroder, qui trouve la demonstration de Schoenbein si 
incontestable, pourquoi il s*est donn^ la peine de repeter et de con- 
firmer mes experiences, et aussi comment il accorde cette reclamation 
en favour de Schoenbein avec le passage de son Memoire oil il reconnait 
que personne avant moi n^ avait parte de solution gazeuse sunaturie ('). 

Du reste, la manifare dontM. Schroder rendit compte des travaux an- 
terieurs aux siens ne manqua pas d'exciter des reclamations : M. Tom- 
linson, en particulier, se plaignit vivement dans une Note ins^ree au 
Philosophical Magazine (•). 

(^ ) Untersuchungen iiber die Bedingungen von welchen die Entwicklung von Gashlasen 
und Dampfhlasen abhdngig ist und iiber die bei ihrer Bildung wirksamen Krafie, von 
Schrbder (Pogg. Ann., I. CXXXVII, p. 76; 1869). 

(') M., p. 79. 

('] O/i the formation of bubbles of gaz and of vapour in iiquids, by Ch. Tomlinson 
(Phii. Mag., 4* s^rie, t. XXXVffl, p. ao4; 1869). 
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Experiences sur le r/Ue de Voir sur les sobaions gazeuses sunaiurees. 
— Je yais mainteoant discuter celles des experiences de M. Tomlinson 
qui soot en contradiction ayec les miennes. 

Dans an Hemoire publie par ce sarant en 1867 dans le Phihsophical 
Magazine (* ) et reprodoit en 187 1 dans les Monties ayec one Introduc- 
tion historique, se trouye one assertion (') relatiye a Texperience de- 
crite an § YII ci-dessus, dans laqnelle j'introdois an sein de la solu- 
tion sorsatnree Textremite onyerte d'une cloche pleine d'air pour 
proyoqner dans cette atmosphere nn degagement gazenx. 

L'anteur suppose que je n*obserye cette production de gaz que pour 
n*avoir pas suffisamment nettoye le tube de yerre. J*ayais eu pourtant 
le soin d'indiquer (') qu'ayant d'introduire le tube dans le liquide, je 
Tayais rendu impropre k proyoqner par lui-meme le degagement de gax» 
et, de fait, les bulles de gaz ne se sont jamais formees sur les parois du 
tube : elles se produisent an sein de la masse gazeuse et Ton ne s'aper- 
(oit de leur formation que par Taugmentation du yolume total. Tai r^ 
pete, du reste, plus de yingt fois cette experience ayec des tubes net- 
toyes, et jamais des bulles gazeuses ne se sont montrees sur les parois, 
tandis que le yolume du gaz introduit dans la solution sursaturee aug- 
mentait d'une mani^re continue. 

A rencontre de cette experience, M. Tomlinson en a realise one 
autre : elle consiste k emprisonner une certaine quantite d'air dans un 
cylindre de toile metallique k mailles tres-serrees rendu inactif et a 
rintroduire an milieu de Teau de Seltz ; on reconnait, suiyant Tauteur, 
qu'il ne proyoque aucun degagement de gaz. Tai repetS k diyerses re- 
prises cette experience et j'ai toujours obtenu an resultat oppose. Yoici 
comment j*ai procedS pour empecher le liquide de penetrer ^ trayers 
les mailles de la toile metallique : j'ai ferme Torifice d*une des petites 
cloches k air, dont j*ai parid plus haut, ayec une toile metallique extre- 
mement fine (*), afin de me placer dans les conditions de Texperience 
de H. Tomlinson; je Tai passee a la flamme du gaz pour la rendre inac- 



(') Ot ike socmOed'mK^ne conditiom of soiids, bj Ch. TomliiBOB (PkiL Mag., f sMe, 
i. XXXiy, p. i36 el 1^; 1867). — Les Mamdes, t. XXyi, p. io5; 1871. 
(') PkiL Mag., y sMe, U XXXiy, p. Ma. 
(') Cooiptes remdas, L LXm, p. 886; 1866. 
{*) £!!• oompreDait laoS mailks par oe&liBitoe Ctfr6. 
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tive; puis, aprbs refroidissement, je Tai introduite dans de Teau de 
Selfz. Au bout de quelque temps* le volume du gaz emprisonne sous 
la cloche a augment^, et bientdt il s'est produit au point de moindre 
resistance de la toile metallique un courant de bulles gazeuses. Si 
M. Torolinson n'a rien observe dans des conditions analogues » cela 
tient vraisemblablementa ce qu'il n'a pas attendu que Tair emprisonne 
dans la cloche, sous la pression atmospherique et amene dans Teau de 
Seltz kune pression superieure, eut assez rcQu d*acide carbonique pour 
que sa force elastique, sous le volume initial, fut superieure a la nou- 
velle pression supportee. 11 n'y a done pas lieu de s'arreter davantage 
a cette partie du travail de M. Tomlinson. 

Les matiires grasses nont par elles-mimes aucune action sur les solu- 
tions sursaturies. — Je vais maintenant aborder un point important, 
Texamen des experiences par lesquelles il chercbe a etablir que Tat- 
mosphere gazeuse qui entoure les corps solides n'est pour rien dans la 
production des bulles de gaz qui se fixent a leur surface, dans les solu- 
lions sursatur^es. Suivant Tauteur, ce degagement est du aux impuret^s 
depos^es a la surface des corps qui ont longtemps sejourne ^ Tair ou 
que Ton a touches avec les mains. Dans cette hypothese, le s^jour pro- 
longe des corps dans Teau ou dans Talcool enleve ces impuret^s, la cal* 
cination au contact de Tair les detruit, et c'est ainsi que les corps 
deviennent inactifs. Pour essayer la valeur de cette explication, consi- 
d^rons la substance que M. Tomlinson regarde comme Timpurete la 
plus efficace, Thuile d'olive. En frottant une baguette avec une petite 
quantity d'huile, on lui communique la propriete d*exciter le degage- 
ment du gaz de I'eau de Seltz. Pour reconnaitre le mode d'action de 
cette substance, je prends un tube, ouvert aux deux bouts, auquel j'en- 
Ibve la propriete de d^gager le gaz; je le remplist par aspiration, 
d'huile recemment chauffee, puis j'am^ne par ce tube une goutte 
d'huile dans de Teau de Seltz, et elle ne provoque pas le moindre dega- 
gement gazeux. II n'est done pas possible d'attribuer k I'huile d*olive 
une action sur Teau de Seltz. L'experience donne le m^me resultat, 
quelle que soit la nature de I'huile ou de la matifere grasse employee. 
Elle r^ussit encore lorsqu'on couvre la baguette de matibre grasse 
d'une manibre discontinue. Ce n'est done point le corps gras qui deter- 
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mioe le de|Fi^:HieBt da gax, coame le preleiid II. Toslifts^n. QaaAl 
am role qae joaenl les corps ^pr^. U est halt de $>a rrodre eomple : 
loffsq«*oii firotle on corpE$ qoeicoaqoe entie les doi^ le^^erenent fjnisr 
sess OD pn^doit a si sorCtee one s^rie d'eaioeaoes lis«ain^ separees 
par dts sillons qai es>rr»pondenl aax Ii|:nes de Tepideroie; lesearitcs 
fomenl a:i rtiseaa de cdsidiuls qm c>>»tie&neoC de Tair, $i»nl difficile- 
Bent sDooiiles pkr Teaa el, par cooseqaeaU coasAiloeot as seia da 
liqaide aae atnotvpliere emiaemneat £iTorahle ao dt^pj^eoieat des fax. 
li resalte de la qae« si ce reseaa exisle a la <«Hare d'oo cn^qjcc tits-tisse, 
tel qa'oae lase de Terre, el qa*oa Tieaiie a dts^iMdne la auiUeffe paisse, 
la sorfaee soas-ja^reste* m^oillee par le liqoide el oe rrtefta&l pSas de 
I^ji2« devieal aoiisil^ ioaeuTe. 

Apres avoir allrihtte aox corps ipas aoe iaflo^ttce sprnfiqee ea cc-d- 
Uwfictioii aitec rexperieace« M. TofldiaMia, dass !i«s d^erBi-M^;^ li;^a«s 
de soa lleflMNie* ptveii^ oa pea plas se$ idees qa*il ae Ta fast jasqae- 
Bi 2 « Ff« iapor^, <fil-iL qall j ail de Tttr cane les p«m$ et le 
liqatde* Fair a*tMv:»oi!uie pas le dega g e ^ e a l de$ pa^ Bats e*cst le de- 
dal d^adiieffeiitee. > Sll j a ealre aa oocps solide el oa liqaide qai ae 
le OMaiUe pas oa certaia ialervaUie. il est kiea evideal qae« silii4 pffv>- 
dail. il :$e l^wnre M^upe par Tab* aahiaat #a par les f»i. dtsi»i>as qoi se 
dej^^^scftt daas cct esftace lide aiec la lapear da liqaide sll €^1 K^oalil; 
par c<»aien ae»l» adsett» aiee M . Taialiasaa qmll iial. pxw le dcfsa- 
fHacmt dks ps de lears solali^tts iswrsalaieesv qall j ail oa iaiervalle 
CBlre le liqaide et le i«iide« e^est adsetue ea BCBe tcaip$> qae la ci^dke 
|:aw«<e est aecessiire, ee qae j*ai da leste etabfi ArMteflMauDK Ion, 
ks prKeiks par leg ^a efe M . TMiliaroa etaUil le c««lact ialiae eaUr 
le jT i B deet le Cqaide etaal pretia eieat ceax qai eaie«eal de b soiaoe 
de ecs curps la e a ac l tf poesse adl^reaie* il ea resdlie qall a\ a 
a <fcBiiiyi a ilatiapietaiiaa qae j*ai d< »a ae e da p heanop e s e'. 
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de voir adoptee avant mes expericDces, et il a cherche a etablir que le 
d^gagement des gaz sur les corps solides tient h ce que rattraction du 
solide pour le liquide est superieure a celle du solide pour le gaz. On 
pourrait, a priori, faire a cette maniere de voir robjection capitale 
qu'oQ a en presence non pas un solide, un liquide el un gaz, mais un 
solide et un liquide retenant legaz a Tetat de dissolution : je crois qu'il 
est plus utile d'examiner le Memoire de M. Henrici au point de vue ex- 
perimental. Suivant Tauteur, un fil metallique recemment passe dans 
la flamme de I'alcool ou du gaz n'a plus d'effet sur la solution sursa- 
turee, parce que sa surface est couverte d'un depdt de charbon qui ab- 
sorbe le gaz dissous, lequel ne pent se degager. Cette interpretation du 
phenom^ne souleve plusieurs objections : d*abord un sejour prolonge 
du fil dans la solution devrait saturer de gaz cette coucbe de cbarbon, 
et, sitdt qu*]l y aurait saturation, le gaz pourrait se degager. Or cela 
n'arrive pas, quels que soieut la duree du sejour et le renouvellement 
du liquide autour du fil. De plus le charbon qui a sejourne a Tair est 
precisement un des corps poreux qui agissent le plus efiicacement sur 
les solutions sursaturees, et auquel on ne pent enlever cette propriety 
que difBcilement, a cause de sa porosite et de Taction condensante 
qu*il exerce sur les gaz. L*interpretation de Tauteur n*est done pas 
fondee; elle est, du reste, contredite par le fait etabli plus haut (*), 
qu*un fil de platine, d*argent ou de verre devient aussi bien inactif 
lorsqu'au lieu de le chauffer au contact direct de la flamme on Tin- 
troduit dans an tube de verre parfaitement nettoy^ que Ton porte au 
rouge sombre, aoquel cas il ne peut se produire sur les fils de depdt 
charbonneux venant de la flamme. 

M. Henrici croit pouvoir deduire de ses experiences que la cause 
d^terminante de la production des buUes reside dans les asp^rit^s de 
la surface du corps solide immerg^, et ses experiences consistent h 
plonger dans de Teau gazeuse des feuilles rugueuses de v^getaux divers 
dont les asperites se couvrent de bulles gazeuses. Ici encore le degage- 
roent tient a la couche gazeuse qui adhere a Tepiderme du vegetal, et 
il est facile de s'en assurer ; si Ton prive d'air par Feau bouillante ou 
Falcool les tissus vegetaux quelconques, on les rend absolument inac- 

(*) Page 320. 
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tifs, comme je Tai vu avec des feuilles de marronnier d'lnde, de vigne, 
de lilas, de lierre, de canna, de capucine et de geranium. 

M. Henrici ne donne aucune autre experience serieuse a I'appui de 
Texplication qu'il se propose d'elablir. Du reste, son travail contient 
quelques experiences en contradiction avec celles de M. Tomlinson sur 
Taction exercee par les matieres grasses et sur Teffet d*un nettoyage 
au papier de verre pour dter aux corps leur action sur les solutions 
sursaturees. Dans ses experiences, des gouttes d*huile d'olive, d'huile 
d'amandes et d'huile de lin n*ont pas produit de degagement de gaz 
au contact de Teau de Seltz, tandis que Tacide stearique fondu se cou- 
vrait de bulles de gaz. En realite, nous verrons plus loin que cos sub- 
stances sont inactives lorsqu'on les a debarrassees du gaz adherent. 
Quant k TeOet d'un nettoyage au papier de verre sur les tiges metal- 
liquesy Tauteur trouve qu'il ne les erapeche pas de se couvrir de bulles 
gazeuses lorsqo'on les met dans Teau de Seltz. Cela n'est pas surpre- 
nant, puisqu'il ne les prive pas ainsi de la couche d*air condensee k leur 
surface. 

Ce Memoire de M. Henrici provoqua une replique de M. Tomlin- 
son (*). Ce savant admettait, comme nous Tavons vu plus haut, que 
tout corps dont la surface est propre, c*est-a-dire n'est couverte d'aucune 
matiere solide etrangbre k sa substance, ne produit aucun degagement 
gazeux dans une solution sursatur^e ; il essaye de preciser davantage les 
circonstances du degagement de gaz et declare que la surface n'est apte 
k le determiner qu'autant que la couche de substance dtrangere qui la 
recouvre est discontinue. J'ai demontre plus haut que cette maniere de 
voir est en pleine contradiction avec les faits, et que les corps regardes 
comme les plus actifs, comme une baguette de verre graissee entre les 
doigts, etc., deviennent inactifs lorsqu'on leur enleve la couche d'air 
adherente. Je vais, du reste, pour ^clairer Topinion, donner un exemple 
du mode de raisonnement employe par M. Tomlinson a propos du phos- 
phore introduit dans Teau de Seltz. Suivant lui, les corps purs n*ont pas 
d'action, et ceux qui agissent doivent cette propriete k leurs impuret^s. 
Or, en essayant de purifier le phosphore par les alcalis, les acides, Tal- 



(*) On the action of solid bodies on gazeous supersaturated solutions, bv Ch. Tomlinson 
( Phil. Mag., 4« s^rie, t. XLV, p. 276 ; avril 1 873 ). 
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cooUTetber, Tauteur trouve quele phosphore agit toujours; il le regarde 
alors comme pur, et il declare que c'est un noyau, c'est-k-dire que le 
phosphore a Tetat de purele jouit de la propriete specifique de provo- 
quer toujours le degagement de$ gaz de Icurs solutions sursaturees. 

Cette Douvelle hypothfese est tout a fait inutile, et les choses sont beau- 
coup plus simples que I'auteur ne se le Bgure. Le phospbore prive de 
gaz est, comme tons les autres corps, absolument inactif ; il sufBt, pour 
s'en convaincre, de faire sojourner du phospbore dans Teau bouillante 
pendant quelques minutes, puis de laisser refroidir dans le tube, de 
decanter et de remplacer I'eau par de I'eau de Seltz : il ne se d^gage 
plus de buUes de gaz. L'erreur de M. Tomlinson tient precis^ment k ce 
que, loin d'enlever au pbospbore la coucbe gazeuse adberente, il a, en 
vue de le purifier, mis ce corps en contact avec des alcalis, des acides 
qui, on le sait, sont decomposes par le pbospbore avec formation de 
produits gazeux. 

Je me suis assure, du reste, que le pbospbore purifi^ par le bichro- 
mate de potasse, avec addition d'acide sulfurique, et le pbospbore tout 
a fait impur, deviennent tons deux inactifs lorsqu'on les d^barrasse de 
Tatmospbfere gazeuse qui les entoure. 

M. Tomlinson fait connaitre aussi les tentatives qu'il a faites en vue de 
rendre le mercure inactif; il a cru qu'il 6tait necessaire, pour arriver a 
ce r^sultat, de le purifier des metaux qui s'y trouvaient en dissolution. 
Cette purification cbimique du mercure est inutile; il suffit de I'intro- 
duire au food d'un tube contenant de I'eau que Ton maintient en 
dbullition pendant quelques minutes, puis de laisser refroidir, de de- 
canter et de remplacer I'eau par de I'eau de Seltz qui ne d^gage pas la 
moindre bulle ^ la surface du mercure. II n'est m^me pas necessaire, 
pour obtenir ce resultat, d'employer du mercure nettoy^; j'ai r^ussi tout 
aussi bien I'exp^rience avec du mercure qui avait ^te expose pendant 
trois mois dans un vase ouvert ^ toutes les poussibres du laboratoire. 

La puret6 des substances n'est done pour rien dans le pbenomene 
qui nous occupe: c'est toujours a la coucbe gazeuse adberente qu'il 
convient d'attribuer le degagement gazeux. 

Pour ce qui est d'une categoric de corps appel^s noyaux par M. Tom- 
linson, et qui, comme le pbospbore, les builes, les corps gras, etc., 
jouiraient, meme a I'etat de purete, de la propriety de degager les gaz 
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des solutions sursaturees, on voit par ce qui precede qu'il n'est pas 
necessaire de les distinguer des autres corps, puisqu'ils perdent comme 
eux leur activite lorsqu'on rend impossible h leur surface Texistence 
d'une couche gazeuse. 

ACTION DES LIQUIDES SUR LES SOLUTIONS SURSATURIBES. 

J*ai etabli, dans la premiere Partie de ce Memoire, que les gaz ont 
seuls la propriete de degager les gaz de leurs solutions sursaturees* 
et cette conclusion est confirmee par la discussion a laquelle je viens 
de soumeltre les travaux de mes contradicteurs. On a vu en particu<^ 
lier que des liquides, tels que le mercure, les huiles, ne se distinguent 
pas sous ce rapport des corps solides. Cependant un savant beige, 
connu dans la science par des recherches interessantes sur les pheno- 
menes capillaires, M. Van der Mensbrugghe, a publie, dans les Compies 
rendus des siances de VAcaderrde des Sciences et dans les Annates de 
Chimie et de Physique (* ), des experiences qui I'ont conduit k donner 
I'enonce suivant de ce qu'il a nomm^ un nouveau principe de Phy- 
sique : c Chaque fois qu'un liquide a forte tension superficielle et con- 
tenant des gaz en dissolution est mis en contact avec un liquide k faible 
tension, il y a un degagement plusou moins prononce des gaz dissous 
dans le premier liquide. » La demonstration que Tauteur propose de 
ce principe repose sur plusieurs faits qui sent en opposition formelle 
avec mes experiences; la grande publicite que ce travail a refue et 
rhabilete bien connue de leur auleur m*ont engage k soumettre les 
faits qu*il a annonces a une ^tude experimentale attentive dont je vais 
exposer les resultats. Je passerai en revue successivement les points 
principaux signales par M. Van der Mensbrugghe : 

i^ Le degagement de gaz par Tagitation d'un liquide additionn^ 
d*une petite quantite d'un autre liquide a tension superficielle faible; 

2? Le degagement presume de gaz a la surface de separation de deux 
liquides de tensions superficielles differentes; 

( * ) N'oie prilinunaire sur un fait remarquabie qiCon observe au contact de certains 
liquides de tensions superficielles tres^diffirentes, par M. G. van der Mensbnigghe [Comptes 
rendus, t. LXXIV, p. io38; avril 187a). — Annates de Chimie et de Physique, 4* sdrie, 
I. XXVI, p. 3i8. 
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3^ L'action presum^e des soHdes salis par une couche de matiere 
grasse sur les gaz dissous dans les gaz liquides. 

i^ Digagement de gaz par V agitation d'un liquide additionne d'une 
petite quantite d*un autre liquide a tension superficielle plus faille. — 
Dans un flacon soigneusement neltoye et contenant de I'eau distillee, 
on introduit quelques gouttes d'alcool ou d*un autre liquide a faible 
tension superficielle; on bouche, on agite, et il se produitune vive ef- 
fervescence. Suivant Tauteur, c'est le gaz dissous dans Teau qui se d6- 
gage et non I'air que Ton introduit dans le liquide par Tagitation : la 
seule preuve qu'il donne de cette assertion, c'est que Teau et Talcool 
agites isolement avec de Tair ne produisent aucun petillement gazeux. 
Cette demonstration est a priori insuffisante , car Teau, Talcool et 
Teau additionnee d'alcool sont des liquides qui retiennent inegalement 
I'air qu'on y introduit par I'agitation. 11 faut done, pour decider la 
question, avoir recours a I'experience. 

Pour la rendre plus demonstrative, au lieu d'operer sur de petites 
quantites de liquide, je me suis servi de flacons qui contiennent jus- 
qu'^ 9 litres d'eau distillee; et, afin d'apprecier le moindre degage- 
ment gazeux, j'ai ferm^ le flacon par an bouchon de caoutchouc perce 
d'un trou dans lequel s'engageait un tube recourbe horizontalement et 
continue par un tube capillaire dans lequel pouvait se mouvoir un 
index de liquide. Apres avoir ajoute a I'eau dans le flacon do petites 
quantites d'alcool croissant depuis jTo ^^ ^^^ volume, j'ajustais le 
bouchon, je notais la position de I'index dans le tube capillaire dont 
je fermais I'extr^mite ouverte avec de la cire molle, puis j'imprimais 
au flacon de nombreuses secousses qui determinaient une vive efler- 
vescence. Pour faciliter le retour du liquide qui s'engageait du flacon 
dans le tube pendant I'agitation, et qui aurait pu y produire des cha- 
pelets de gouttes qui genent beaucoup la transmission de la pression, 
il convient de donner k la partie large du tube un diametre d'au moins 
8 millimetres et d'user en biseau son bord inferieur. L'eflervescence 
etant produite, je debouchais I'extremite du lube, et le mouvement de 
I'index indiquait la variation du volume de I'air du flacon. Or jamais 
je n'ai observe un digagement de gaz: il y avail au contraire toujours 
une faible absorption, quelque grande que fut, du reste, la quantite 
d'eau employee. J'ai realise I'experience avec six flacons contenant 
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de looo grammes a 8720 grammes d'eao arec des rolomes d'air Ta* 
riaot de 190 a 800 centimetres cubes, et la diminalioD du Tolome a ete 
comprbe eotre o'^^Z el :i cenlim^res eobes. 

POar eTiter la cause d^errear qui aarait |Hi proTeoir d'oae satoralion 
iaeomplele de Teau distillee par rapport aox gaz de feao, 00 de Texis- 
teaeede la sursaturalion* j'ai eu soiD» aTanl d^iatroduire TaleooL d^a- 
giler Teau distillee pure uue treotaiae de fois arec de rair» eu deiwu* 
ehaot de temps eu temps le flacou. Par cette agitation prealabte, 
j^eliminais aussi la cause d*erreur due a Te^stenee possible d^one diF* 
fereuce de temperature entre le liqoide et la partie superieure da 
flacou. 

Ainst uoQ-seulemeot Teffenrescence n'est pas accompagnee d^on 
degagemeat de gaz^ mais it t a au contraire une absorption qui s'^ex- 
plique focilement si Ton considere que Taddition d'^une petite quaalite 
d'^alcool a Teau augmente un peu la solubtlite des gaz de Tair (kns ee 
Itquide. 

J^ai realise les memos experiences a^ec la creosote^ les essences de 
terebenthine et de lavaade, les builes d^olive^ de lin» de colza et d*a- 
mandes douces» et je u'^ai jamais constate d^augmentation dans le to^ 
lume de Tair* meme en operant sur plus de 5 litres d^eau ^distillee et 
en communiquant cinquante secousses au liquide; j^ai toujours troore 
qu il se produisait une absorption sensible^ bten que toujours moindre 
que dans le cas de TalcooL 

Le petillement tient Traisemblablement k ce que les liquides doot ii 
s*agit» ajoutes a Teau^ lui communiquent la propriete de jnmuwn 
c*est-a-dire de retenir plus longtemps» en les envebppant d'une pelli* 
cule liquide^ les buUes d^air que Ton introdoit par Tagitation au s«ja 
de Teau du flacon. 

J'ai reconnn, du reste» que le meme flacon peat senir a monlrer, 
pour ainsi dire» indeflniment Teffenrescence qui suit Tagttation. Aprte 
cent operations £aites avec deux flacons additionnfe respectrfMMnt 
d^alcool et d*essence de lavande» le petillement gazeux etait aossi abon*- 
dant qu^a Torigine, ce qui serait inexplicable s*il etait du aa degage^ 
ment de Tair dissous* dont la quantite est tres4imitee. 

Infin, si Ton substitue a Teau firoide qui contient de Tair en disao^ 
lution de Teau recemment debarrassee^ par une ebullition prolongee» 
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de la plus graode partie de Pair qu'elle contient, et encore cliaude, on 
observe, apres agitation, des bulles gazcuses visihlement aussi abon- 
dantes et qui ne peuvent provenir que de Fair introduit dans le li- 
quide. 

11 va sans dire que, si, au lieu d'eau saturee d'air, le seul liquide 
dont il soit question dans le travail de M. Van der Mensbrugghe, on 
emploie une solution aqueuse sursatur^e d'air ou d'un autre gaz, Tagi- 
tation de ce liquide avec I'air provoque une effervescence plus abon- 
dante et qui tient, comme je Tai etabli dans la premiere Partie de 
ce Memoire, a ce que chaque bulle d*air que Ton amene dans le liquide 
s'y gonfle aux depens de I'excedant de gaz qui etait retenu en dissolu- 
tion. 

On observerait aussi un degagement d'air dissous, si, au lieu d'ajouter 
une petite quantite d'alcool a de I'eau distillee, on melangeait Talcool 
et I'eau dans les proportions de 52,3 volumes d'alcool pour 47*7 d'eau 
qui correspondent au maximum de contraction. Le volume total , au lieu 
d'etre I GO, n'est plus que 96,35; mais ici le phenomfene est tres-diffe- 
rent: il y a k la fois diminution de volume et elevation notable de tempe- 
rature, ce qui sufBt pour expliquer le degagement d'uoe partie des gaz 
qui etaient dissous par I'alcool; mais ce n'est pas le cas des experiences 
dont nous nous occupons. 

2® // ny a pas de digagement de gaz a la surface -de separation de 
deux Uqiddes de tensions superjicielles differentes. — Lorsqu'on super- 
pose k un liquide un autre liquide ii tension superficielle tres-diffe- 
rente, soit sous forme de gouttes, soit sous forme de couche plus ou 
moins ^paisse, il se produit, suivant M. Van der Mensbrugghe, k la 
surface de separation des deux liquides, un degagement de bulles ga- 
zeuses que j'ai vainement essaye de constater. Pour exagerer le ph^no- 
mfene et le rendre plus apparent, s'il etait reel, je me suis servi de so- 
lutions gazeuses sursaturees. Dans de pareils liquides, en effet, pour 
peu qu'une substance soit apte h provoquer le degagement gazeux, on 
la voit se couvrir de bulles qui prenncnt en peu d'instants des dimen- 
sions relativement considerables. Je me suis principalement servi de la 
solution sursaturee d'acide carbonique dans I'eau, que j'ai superposee 
aux liquides plus denses comme le sulfure de carbone, le chloroforme 
et le chlorure de carbone, ou k laquelle j'ai superpose les liquides moins 

Jnnales de VtcoU Normale. 3* Serie. Tome IV. 4^ 



354 B. GERJVEZ. 

denses comme les builes fixes ou volatiles, telles que Thuile d*olivet 
Tessenoe de terebentbine, la benzine et le petrole. J'ai noeme employ^ 
des liquides miscibles a Teau, tels que la creosote, Talcool et Tether, 
que Ton pent disposer facilement avec Teau en coucbes dont la surface 
de separation est longtemps apparente. Avec res divers liquides, qui 
sont ceux qu'a employes M. Van der Mensbruggbe, je n'sii jamais con- 
staid de d^gagement gazeux, et cependant Texperience a ete prolong^e 
pendant deux jours avec le cbloroforme, la creosote, T^lber, la ben- 
zine, et pendant cinq jours avec le sulfure de carbone. La seule pre- 
caution a prendre pour qu*il ne se produise aucune bulle de gaz con- 
siste a debarrasser les liquides par filtration des poussieres ou des 
filaments solides qui peuvent s*accumuler a la surface de separation 
des deux liquides et s'y couvrir de builes gazeuses. Je me suis assure, 
du reste, que, dans les liquides superposes qui ne donnaient pas de 
gaz aux surfaces de separation, il ^tait toujours facile d*en faire naitre 
par Tintroduction d*une parcelle solide ayant sejourne a Tair; de meme 
que j'ai constate que le degagement de gaz dans les liquides non filtres 
ne se produit jamais uniforraement sur toute la surface, mais seule- 
ment en des points isoles ou Tondecouvre, avec un peu d'attention, la 
parcelle solide qui lui a donne naissance. 

3** Les corps solides saUsparune couche de matiire grasse n^ontpas d^ac- 
tion sur les gaz dissous dans les liquides. — Lorsque des corps solides ont 
ete exposes k I'air libre ou enduits d'une matiere grasse, ils determinant, 
suivant M. Van der Mensbruggbe, le degagement de fair dissous dans 
Teau. A ce propos, je rappellerai les experiences enumerees dans la 
premiere Partie, par lesquelles j'ai etabli d'abord que les corps solides, 
quelle que soit leur nature et de quelque manifere qu*ils aient 6te pre- 
pares, ne deterjninent le degagement des gaz dissous dans Teau qu'au- 
tant que ce liquide en est sursature ; si la quantite du gaz contena 
correspond a la saturation et, a fortiori^ si elle n'atteint pas cette limite, 
ce gaz reste en dissolution. En second lieu , si Ton suppose que le 
liquide soit sursatur^^ les corps solides recouverts d'une pellicule de 
matibre grasse continue ou discontinue n'agissent qu*autant qu'ils re- 
tiennent k leur surface une couche gazeuse qui provoque le degage- 
ment du gaz dissous. 

Du reste, pour 6tablir directement que les corps solides converts 
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d'une matiere grasse n'expulsent pas les gaz, meme d'une solution sur- 
saturee d'acide carbonique dont la tension superficielle differe peu de 
celle de I'eau, j'ai mis de I'eau de Seltz au fond d'un tube dont les 
parois avaient ^te rendues inactives, et j*ai convert Teau d'une couche 
d'huile d'olive recouverte elle-noeme d'alcool. Une 1)aguette de verre 
qui a sejourn^ quelque temps dans I'alcool s'y debarrassede Fair adhe- 
rent; plong^e ensuite trbs-lentement dans rhuile, puis enfoncee dans 
Teau de Seltz, elle ne manifeste pas le moindre dcgagement gazeux, 
soit sur les parties de la baguette qui sont recouvertes d'huile, soit sur 
lesautres; tandis que des baguettes pareilles non d^barrass^es de Fair 
adherent et plongees directement dans la solution sursaturee, apres 
avoir 6te huilees ou non, se recouvrent imm^diatement de bulles ga- 
zeuses. 

De ces trois series d*experiences , il resulte qu'il n'y a pas lieu de 
rattacher les phenomenes dont il s'agit a la valeur plus ou moins grande 
de la tension superficielle, ni d'admettre le noweau principe de Phy- 
sique propose par M. Van der Mensbrugghe. On en pent tirer une 
autre consequence, c'est que les liquides sans action chimique sur les 
solutions sursaturees n'ont pas plus d'efficacit^ que les solides pour 
provoquer le degagement des gaz dissous, et que, malgr^ les critiques 
que mes experiences ont subies depuis que je les ai fait connaitre, il n'y 
a lieu de rien changer aux conclusions que j'en ai tirees d^s I'^poque 
deleur publication. 



QUATRlfiME PARTIE. 

DfiGAGEBIENT DES GAZ DE LEURS SOLUTIONS SURSATUREES SOUS LINFLUENCE 

D'UNE ACTION MfiCANIQUE. 



Les experiences que j'ai rapport^es dans ce Memoire ^tablissent 
que les solutions gazeuses sursaturees ne peuvent d^gager, entre 
certaines limites de temperature et de pression, le gaz dissous par 
Teffet du contact d'un corps solide qu'autant que ce corps amfene dans 
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leur interieur ud gaz quelconque; nous alloos voir que certaines ac- 
tions mecaniques produisent le meme efiet. 

On trouve dans un Memoire publie en i834 par Cagniard-Lalour (•), 
sur la mise en vibration des liquides, Tindication de diverscs circon- 
stances dans lesquelles on degage les gaz des liquides qui les tiennent 
en dissolution. Les experiences n'ont porle que sur des liquides conte- 
nant tres-peu de gaz et ont etc effectuees dans des tubes fonclionnant 
a la maniere du marteau d'eau, fermes a la partie inferieure et dont 
Taulre extremite pouvait etre ouverte ou fermee. On peut les rattacher 
a deux series d'aclions : Teffet d'un choc et celui d'un mouveinent vi- 
braloire. 

1® Lorsqu*on heurte I'extremite inferieure du tube contre un ob- 
stacle, ou mieux lorsqu^on frappe son extremite superieure avec un 
inaillet de bois, on voit la masse liquide se diviser au moment du choc 
en divers points, puis les solutions de continuite qui ont une forme sen- 
siblement spherique diminuent tres-rapidement, et chacune d'elles se 
reduit le plus souvent k une tres-petite bulle d*air qui, suivant les cas, 
se redissout a quelque distance ou bien s*eleve jusqu'a la surface du 
liquide. Cagniard-Latour fait remarquer tres-justement que cette rup- 
ture de la colonne liquide est d'autant plus facile qu'il y a moins de 
temps qu'on a agite le liquide avec ratmosph^re gazeuse qui la sur- 
monte; il fait voir qu'elle est trfes-difficile k determiner quand le liquide 
a ete purge d*air. On obtient des effets analogues en laissant tomber 
dans le tube une tige de fer qui en frappe violemment le fond. 

2"^ Le second procede n'est autre chose que la mise en vibration 
d'une colonne liquide. On la determine, soit en frottant le tube qui la 
contient avec du drap mouill^, et Ton voit alors naitre dans le liquide 
de petites bulles gazeuses animees de mouvements tr^s-rapides, soit en 
faisant ecouler de Teau sous forte pression par une embouchure de 
flute ou par une anche, et recevant le liqurde dans un autre tube : on 
observe alors au voisinage de Tembouchure une region dont Taspect 
nebuleux provient du degagement d*une multitude de bulles gazeuses 
nettement visibles k la loupe. Dans ce cas» le mouvement vibratoire est 

(*) Extrait d'un M6moire de H. Cagniard-Latoor sur la rdsonnance des liquides et une 
nouvelle eeptee de vibrations qu*il a nomm^es vibntifons giobulaires. (Annales de Chimie 
et de Physique, a* 86rie, t. LVI, p. aSa ; i834. ) 
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d'autaDt plus facile k determiner, avec production d'un son musical, 
que Ton a moins eoleve du gaz dissous. < Avec Teau qui a ete purgee 
d'air le plus completement possible, dit I'auteur, le degagemeut ga- 
zeux n'est que peu sensible, comme on le couQoit; mais on remarque 
neanmoins, surtout si le tube est d'une certaine longueur, comme de 
a metres environ, que lors de la vibration il se produit dans certaines 
parties du liquide des groupes scintillants composes d'un grand nombre 
de petites bulles formant ordinairement une sorte d'etoile et quelqiie- 
fois des portions d*helices, groupes qui disparaissent ou dont il ne 
reste que quelques bulles presque imperceptibles d^s que Ton cesse 
d'exciter la vibration. On peut presumer que ces bulles, quoique tres- 
petites, favorisent cependant la vibration globulaire; clar j*ai remarque 
que, si Ton cesse pendant un temps un peu long de faire vibrer le tube, 
on eprouve ensuite plus de difficulte pour produire Tapparition des 
groupes scintillants, les bulles etant sans doute redissoutes dans le 
liquide ou remontees a sa surface superieure (*) ». Du reste, Tauteur, 
ayant surtout en vue Tetude de la production du mouvement vibratoire 
des liquides, ne cherche pas k expliquer rinfluence de Taction meca- 
nique sur le degagement des gaz dissous dans les liquides. 

II est une circonstance dans laquelle on produit le degagement des 
gaz de leurs solutions sursaturees, et qui peut se rattacher a Tun des 
cas que je viens de rappeler, mais que je vais considerer particuliere- 
ment, car c*est la seule dont on ait paru se preoccuper. Lorsque, dans 
un vase contenanl une solution gazeuse sursaturee, on promene une 
baguette entre les parois baignees par le liquide, il se produit une ligne 
de bulles de gaz partout oii la baguette a frott^ contre le verre. Ce pheno- 
mene parait avoir ^te etudid en detail pour la premiere fois par M. Schro- 
der en 1869 (')* ^^ savant a reconnu que, pour degager le gaz, le frotte- 

(') Loco citato y p. a63. 

(') M. Dufour avait fait connattre longiemps aupara\'ant : Recherches sur i 'ebullition des 
liquides [Archives des Sciences physiques et natureiles, t. XH, p. 253; 1861) un pb^nom^ne 
analogue en ces termes : c Lorsqu'on a un vase de verre, pr^par^ avec l*acide sulfurique 
et renfermant de ]'eau k 102 ou io3 degr^, on peut souvent introduire une baguette en 
verre dans le liquide sans provoquer le changement d'etat. Mais qu'on aille avec I'extr^mit^ 
roousse de cette baguette toucher le fond du vase, qu'on la promene un peu sur ce fond sans 
presser, et bient6t on Verra Titin^raire de la baguette se dessiner par un ddgagement con- 
tinu et parfaitement localise de bulles de vapeur. » 
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ment le plus faible sufBsait quand le liquide etait tres-sursature, qu*il 
fallait un frottement energique lorsqu'il I'etait moins, et que Texp^ 
rience ne r^ussissait plus quand la sursaturation 6tait faible (*). 

II trouva qu'il n'etait pas n^cessaire que le vase fut ray^ pour qu'il 
se produisit des bulles de gaz sur les lignes de frottemeuty et qu'une 
fois ces bulles degagees il ne s*en produisait plus d'autres au m^me 
endroit, que le vase fut raye ou non. 

Quant a la cause du phenomene, M. Schroder ne croit pas que ce 
soit une elevation de temperature due k la chaleur degag^e par le frot- 
tement, car dans les solutions concentrees le moindre frottement pro- 
duit par un fil de platine tres-flexible suffit pour degager des bulles de 
gaz. II est vrai que, d'un autre cdt^, ii faul, pour produire cet effet sur 
les solutions pen sursaturees, exercer un frottement tres-energique. 
L'auteur croit pouvoir tout concilier en admettant que < le frottement 
dans les liquides sufBsamment sursatures donne lieu k une transforma- 
tion du travail mecanique en chaleur latente ou en force; puisqu'en 
outre TefTet du frottement, pour degager les gaz dans les solutions sur- 
saturees, se produit seulement aux faces chaudes, il faut reconnaitre 
que le frottement, dans ces circonstances, donne lieu immediatement a 
une transformation de chaleur sensible en chaleur latente » . 

Dans un Memoire ulterieur ('), il admet c comme conclusion gene- 
rale que les corps solides exercent par leur contact une action en vertu 
de laquelle les autres corps sont amenes au mSme etat de cohesion et 
de eristallisation autant qu'ils en sont capables. La force dissolvante 
des liquides en contact avec les solides et les gaz agit de mani^re k 
amener ces corps dans le meme etat de fluidity. La force emanant do 
gaz amene les corps» autant qu'il est possible, au meme 6tat de fluide 
^lastique. La cause generate , dans toutes les actions indiqu^es, agit 
comme une force d'assimilation inherente k la matibre. > 

Quoi qu'il en soit de ces interpretations du phenomene , j'ai cher- 
cb^ k me rendre compte des particularit^s qu'il pr^sente, et je vais 
indiquer le r^sultat de cette 6tude experimentale. J'ai d'abord reconnu 
qu'une augmentation de pression, meme considerable, en un point du 

V) ^ogg' ^nn.^ t. CXXXVn, p. 76 et p. 96 ^ 101 ; 1869. 

(') ^^^^ Ann,, Erganzungsband V, p. 87, et Jahreshenchte Abler die Fortschritte der 
ChemiCf etc, fiir 1870, p. 5a. 
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liquide ne provoque aucun degagement gazeux. J'introduis en effet, 
dans un verre contenant de Teau de Seltz, une baguette de verre debar- 
rassee d'air adherent, je Tamene leniement au contact de la paroi, 
puis j'exerce une pression violente, et il ne se produit rien, tandis qu'un 
frottement leger de la meme baguette centre les parois produit une 
trainee de bulles de gaz. 

On arrive au meme resultat lorsqu'au lieu d'exercer une pression 
centre la paroi on comprime tout le liquide; a la condition, bien en- 
tendu, de ne pasintroduire dans le liquide du gaz qui provoquerait une 
vive effervescence. A ceteffet, j'ai rempli d'eau deSeltz un tube nettoy^ 
avec soin, et je Tai retourne sur du mercure aussi desaere par un s^- 
jour de quelques minutes dans Teau bouillante, et j'ai introduit le 
flacon k mercure avec le tube dans un piezometre; je Tai soumis a une 
pression superieure a 4 atmospheres, et il ne s*est rien produit; j'ai 
alors ramene le liquide a la pression atmospherique en quelques se- 
condes, et il ne s'est pas non plus degage de gaz. On arrive au meme 
resultat n^gatif par diminution de pression; nous avons vu, en effet, 
qu'on ne degage pas de gaz en faisant le vide k la surface de la solu- 
tion. 

On obtient des effets differents si, au lieu de soumettre le liquide a 
une compression violente en vase clos, on produit une compression 
brusque en vase ouvert. A priori Texperience parait etre d'une reali- 
sation diiBcile : il s*agit de comprimer violemment le liquide en un de 
ses points sans qu*il soit en vase clos. J'ai tourne la difficulte par Texpe- 
rience suivante, qui donne les resultats les plus nets; elle consiste k de- 
terminer au sein d'une solution d'eau de Seltz Texplosion d'une larme 
batavique. On prend un verre dont les parois soient assez resistantes pour 
supporter une forte pression, et, apres en avoir lav^ les parois k la po- 
tasse et k Talcool pour les desa^rer, on le remplitd'eau de Seltz; on y 
introduit une larme batavique, egalement lavee kl'alcool au pr^alable, 
et qui pent sejourner dans le liquide sans y d^velopper une seule buUe 
de gaz. Yient-on k briser la queue de la larme, une explosion se produit, 
et d'innombrables bulles de gaz se d^veloppent en tons les points de 
la masse liquide en produisant une vive effervescence. Tai demontre 
plus haut que les fragments pulverulents de la larme n'ont par eux- 
memes aucune action. D*un autre cdte, le degagement de chaleur qui 
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se prodait au moment de la rupture ne pent elever la temperature du 
liquide que d*une quautite tres-faible et absoluroent iDsoffisante poor 
produire le degagemeot gazeux; il faut douc attriboer a la compression 
brusque da liquide la production des bulles qui naissent en tons ses 
points, par la raison que la pression que Ton a developp^e en un point 
s'est propagee integralement en tous les points de la masse. 11 me semble 
resulter de cette experience qu'il faut que les molecules liquides soient 
soumises a des deplacements d^une assez grande amplitude pour aban- 
donner le gaz dissous. Rapprochees fortement par une compression 
violente, elles s'ecarteraient, en yertu de leur elasticite, sitot que la 
compression brusque aurait cesse , et cela d'autant plus qu'elles au- 
raient ete rapprocbees dayantage; elles pourraient done etre dans ce 
cas amenees a des distances trop grandes pour continuer ^ retenir le 
gaz dissous. 

L'efiet des vibrations que Ton communique au liquide vient a Tappui 
de cette maniere de voir. Dans les experiences de Cagniard-Latour» le 
liquide contenait fort pen de gaz ; aussi les effets etaient-ils pen in- 
tenses ; on obtient des resultats remarquables par leur nettete» lors^ 
qu'on les repete ayec des solutions sursaturees et en prenant la pre- 
caution de preparer les tubes de telle fa^on, qu'en les remplissant d'une 
solution gazeuse sursaturee, il n'y ait pas de degagement degaz sur les 
parois. Si Ton fait vibrer, par exemple» un tube de verre de i metre 
de long et de lo a 20 millimetres de diametre, rempli d'eau de Seltz et 
frott^ avec du drap mouille, on Toit ce tube, precedemment rempli d*un 
liquide incolore oil Ton ne distingue pas une bulle de gaz, prendre en 
differents endroits, des qu*il est mis en vibration , un aspect laiteux qui 
provient du degagement d'une multitude de bulles gazeuses qui gros- 
sissent en s'eleyant a travers le liquide. 

L'experience pent etre variee de diverses manieres ; j'indiquerai 
seulement la suivante, qui est d*une realisation tr^-facile : j'emploie 
un verre convenablement nettoye et je le remplis d*eau de Seltz jus- 
qu'a 2 ou 3 centimetres environ du bord, puis je le fais vibrer au moyen 
d'un arcbet ; le verre rend un son en meme temps que le liquide entre 
aussi en vibration, et, si le son est un peu intense, on voit naitre dans 
le liquidct et jusqu a une profondeur de 3 a 4 centimetres, dMnnom- 
brables petites bulles d'acide carbonique qui viennent aussitdt eclater 
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a la surface. S'il s'^tait developpe avant Texperience quelqoes bulles 
sur le verre, ces bulles sont projelees dans le liquide au moment de la 
mise en vibration et presentent alors des dimensions relativement tres- 
considerables. 

On peut se rendre compte des diverses particularites de ces pheno- 
menes en tenant compte de la propriete, mise en lumi^re par les expe- 
riences de M. Bertbelot ( ^ ), que possedent les molecules liquides, de ne 
se sdparer que lorsqu'elles sont soumises \k des actions dont la grandeur 
depasse un certain minimum. II y a en quelque sorte retard k la sepa- 
ration des molecules liquides. Si done on soumet ces molecules a une 
action mecanique, il faudra, pour produire une solution de continuity 
dans le liquide, employer toujours une action energique. Dans le cas 
oil cette action sera un mouvement vibratoire suffisamment intense, 
les molecules liquides pourront etre amenees en certains points a des 
distances assez grandes pour se separer : alors il se produira au sein 
du liquide un vide absolu qui sera immediatement rempli et par la 
vapeur emise a la surface libre du liquide qui Tenvironne et par une 
certaine quantite de gaz qui s'ecbappera par la mSme surface libre, 
quelque petite que puisse etre du reste la quantite absolue de gaz con- 
tenu dans le liquide. Bientdt les molecules reviendront vers leurs po- 
sitions d'equilibre, Tespace vide diminuera, la vapeur se condensera 
en totalite; mais, pour ce qui est du gaz, ou bien il y a sursaturation, et 
alors il ne pourra se dissoudre et restera a Tetat de bulle qui s'elevera 
k travers le liquide en grossissant aux depens du gaz de la solution 
qu'elle traverse, ou bien le liquide n'est pas sature, et dans ce cas il 
pourra encore arriver qu'il se d^gage sous forme de bulle. En effet, 
pendant la diminution de Tespace au sein duquel le gaz s'est d^gag^, 
la surface absorbante diminue trfes-rapidement, et il suffit que la couche 
superficielle tr^s-restreinte contienne la quantite de gaz qui correspond 
a la solubilite pour qu'il y ait excedant du gaz, qui alors fera bulle. Ce 
cas devra surtout se presenter lorsque le liquide aura ^t^ soumis k des 
actions violentes, c*est-a-dire lorsque le volume maximum des solutions 
de continuity aura ete tres-grand. G'est ainsi que s'expliquent les exp^- 

(') Sur quelques phenomenes de dilatation forcee des liquides^ parM. Berlhelot (Annates 
de Chimie et de Physique^ 3* s^rie, t. XXX, p. iZi ; i85o). 

Annalet de V&coU Normale. 3* S^rie. Tome IV. 4^ 
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riences de dgaiard-Latoor sur les liqaides contenaat pea de gaz en 
dissolulioa. 

Poor ee qui est da firottemeot des corps soUdes sxxr les parois da vase 
baignees par le fiqaide* il a poor effet de mettre en vibradoa la petite 
qoaalite de liquile comprise eatre la paroi et le corps firottaat. 

Ott s'exptiqae ainsi coaimeat ii arriTe soorent qu*an frottement 
lent eontre les parois da Terre capable de les rayer ne degage pas de 
gaz» taodis qa'one legere firiction qai determine an moaTement ¥ibra- 
toire da liqaide soffit^ au contraire^ poor laisser apres elle ane trainee 
gazeose^ et coaiment differents corps a'agissent pas de la meme ma^ 
niere^ toates ehoses egales d^aillears. 

3 daoBBbrft 1974. 
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LA TEMPERATURE DU SOLEIL, 

Par M. J. VIOLLE, 

PBOFESSEUB A L4 FACULTY DBS SaSNCBS DB GBBNOBLB. 

(B^poiiM k H. SORET.) 



Le dernier numero des Annales deVicole Normale supdrieure contient 
une Lettre de M. Soret, dans laquelle ce savant physicien, jugeant mes 
experiences avec une courtoisie et une bienveillance dont je tiens tout 
particuli^rement a le remercier, doute cependant * que, dans Tetat ac- 
tuel de la Science, elles puissent conduire a la determination de la tem- 
perature du Soleil >. En efiet, dit-il, c pour pouvoir deduire de ces 
observations la temperature du Soleil, il faudrait avant tout counaitre^ 
la loi du rayonnement de la chaleur k des temperatures elevees. On a 
tantdt admis la loi de Newton, tantot celle de Dulong et Petit; or ni 
Tune ni Tautre ne.sont exactes pour les hautcs temperatures >. 

Peut-6tre M. Soret est-il ici trop affirmatif. Sur la loi de Newton ap- 

pliqu^e k de grands excfes de temperature, je passe d'autant plus volon- 

tiers condamnation qu*aucun physicien assurement ne reclamera en sa 

faveur; il serait meme injuste aujourd'bui d'adresser quelque critique 

a cet egard au P. Secchi, car, s'il est d'abord tombe dans une erreur qui 

pent paraitre singuliere apres les travaux memorables de Dulong et 

Petit, il a ete depuis le premier a la reconnaitre; mais, pour ce qui con- 

cerne la loi de Dulong et Petit, je ne pense pas que Ton puisse la con- 

damner aussi facilement. Sans parler, en effet, des raisons theoriques 

qui militent en faveur de la forme exponentielle pour repr^senter Tin- 

tensite d'une radiation calorifique, et pour ne m'adresser qu'a Texp^- 

rience, je trouve en faveur de la loi de Dulong et Petit de puissants 

arguments, c En realite le rayonnement d'une source a temperature 

46. 
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qaelcooque peat sans doate eire represeate par aoe somme d^xpcH 
oeDtielles analogues a eelle qui suffit poor representer approxioiatiTe- 
ment les eebanges de chaleor des corps noircb aox teoiperatores 
basses ; ces expoDeotielies seraient d'ailleors mallipliees chaciuie par 
DO coefficient particulier. Pour celles qui represealent les rayons do- 
mioant anx teoiperatores basses, les coefficients seraient plos forts, et 
la base de Texponentielle serait moiodre qne poor les antres. » (De- 
SAi^S Ltfons de Physique^ t. II, p. 707*) D'aprescesconclosions, reso- 
mant les trayanx des deox sarants qoi ont sonmis la loi de Dolong et 
Petit a one etnde de revision si scropuleose, on Toit que, poor an rajon- 
nenient complexe comme celai do Soleil, Tintensite de la radiation 
pent s'exprimer par one somme de termes de la forme 



mac'-f- iit'«"-f- m^flt^'-f- 
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et, si les coefficients a, o^, o^,... etaient identiqoes, cette somme se 
reooirait a 

fm -4-m'-4-m''-f-. ..)3t' ou Mac*, 

M designant an certain coefficient qui serait prccisement le pouvoir 
emissif du Soleil a la temperature qu'il possede actuellement. 

Mais est'il permis, dans une premiere approximation, de sopposer 
ainsi a=^ a' ^= a^=...? Cest, il me semble, Fbypothese la plos plan- 
sible, josqn'a ce que Ton possede des mesures exactes de ces quantites 
a, a , oT^ Et, en effet, les experiences de MM. de la Provostaye et De- 
sains nous montrent que la quantite m est a pen pres constante entre 
zero et 3oo degres lorsque le corps rayonnant est un tbermometre a 
bouie noe ou noircie au noir de fumee, mais que, si la boule dn tber- 
mometre est couverte d*ane feuille d*argent, m augmente qaand la 
temperature decroit, de sorte que Ton a 

A 63 degres m=o,oiogo, 

A i5o » • m = 0,00870, 

tandis que a reste constant et le meme dans les deux cas. Ainsi, mal- 
gre la difference des poovoirs emissifs de Targent et du noir de fumee, 
malgre meme la variation rapide du pouvoir emissif de Targent, la base 
de Texponentielle reste la meme pour les diverses radiations venant se 
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superposer aux radiations primitives au fur et a mesure que la tempe- 
rature s*elfev6. Ety bien que ces experiences se rapportent k des circon- 
stances dans lesquelles la cbaleur semble beaucoup plus homogene 
que quand elle emane de sources k temperatures ^levees, cependant 
Taugmentation parfaitement nette de m nous prouve une modification 
sensible de la qualite, ou, si Ton aime mieux, de la composition de la 
cbaleur ^mise. Cette modification n'ayant amene aucun changement 
dans la valeur de a, on pent admettre que a est sensiblcment le mdme 
pour toutes les radiations. Mes experiences sur Tacier et la fonte en 
fusion, c'est-a-dire k i5oo et i3oo degres, conduisent d'ailleurs k la 
memo conclusion, comme on le verra plus bas. Cette Constance de u 
n'est sans doute pas etablie ainsi d'une manifere absolument rigoureuse; 
mais, d'une part, les experiences que je viens de citer montrent qu'en 
Tadmettant on ne saurait etre bien eloigne de la verite ; d'autre part, 
rbypothfese de a constant k tout^ temperature conduit k une Evalua- 
tion de la temperature du Soleil plus elevee que celle qui r^sulterait 
de la consideration d*une somme d'exponentielles k bases croissantes 
pour les radiations les plus cliaudes, comme le propose M. Desains : la 
correction qui pourrait r^saltcr de cette consideration ne modifierait 
done pas le nombre que j'ai propose pour la temperature du Soleil dans 
le sens oil M. Soret desirerait me le voir corriger. Aussi M. Soret se^* 
rait-il dispose k regardcr a comme decroissant au fur et k mesure que 
la temperature s'eleve ; mais cette maniere de voir, qui repose sur Thy- 
pothfese de m constant, ne saurait etre admise. 

J'ai fait I'annee dernifere, aux forges d'Allevard, quelques experiences 
dans le double but de verifier si une source de cbaleur terrestre don- 
nerait avec mon appareil un effet comparable a celui que produit le 
Soleil et d'obtenir une evaluation probable de la temperature vraie du 
Soleil. Ces experiences, qui ne sont qu'indiquees dans la Note que j'ai 
publiee aux Comples rendus du 5 octobre 1874, sont exposees en detail 
dans le Memoire que M. Henri Sainte-Claire Deville a bien voulu pre- 
senter en mon nom k TAcademie des Sciences, et qui contient I'en- 
semble de mes recbercbes sur la temperature du Soleil ; je n'en relaterai 
aujourd'hui que la portion touchant directement au point en litige. 

Si je rapporte ici ces observations, ce n'est point que je conteste 
I'exactitude des experiences de M. Soret ou du P. Seccbi sur des com- 
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pankisoas ^b^o^iks ; nais Teispfei d^aetraoflKtres ey&icEricpcs de 
pHiltfs diaieasMBff (*) ti Talk^eiice de loate pnoecs^tioiir Rtali^eflKvt 
auL diMe»^i<His dn KkeftnoiDt»tre et de r^yirr ertnre d'admit^iea, oie pen 
nissefli tesdre been di£&etle la diseQ:»Loa de leors resnltats aase- 
rii|«es ( *; - le ne rappellerai pas cmukhI j^ai essaye d'eearto^ toolcs 
ces diffieoltes ' ,. ea sdoplaitt pe«r ox^a a^idiMaietFe one fomne et des 
£aeii2^0Q5 plo:^ cooTeaaJUes et ea sohnuit Jans la mareke des expe* 
rWiices^ d^aossi pres c{ae |e Tai pa^ les lemons (pie reiLfenne radmiiifcie 
MeflOMLre de DuIaB^ el P^cit :$ar le refiroidis^seseiU. f abser^erai sevlr- 
nest <(ae^ daJK Ees teeherebes aetaeties »ef Ea radiadoa ie Tacier latf de 
la foaU eft fbsiott* la dixree de Pe^perience etaat oeceasaireiiMiit fiw- 
die par la daree oieflM de la eoolee^ ]"ai da operer par ia netiuide dr* 
■aflttfse* c*es^4r4fire 4{ae» toat ea emplo^aat noa aetLaoiiietre^ je b^'cs 
sss seni eanuBe f oa p^rhelifliDeire de Pnoiilei^ ee mi coodaxt faiF* 
Eeors esactemeftl aux meutes rcsnltals que Tempbii de la metkode sta- 
iHpie^ awsti «|ae je ■t^ea «us aasore par des opmences esmparatEves 
fiuiies sor la radiadoa solaire par rone et Taatre methode. Sr^ d'^aarre 
part^ y^i ebobi comme soorce de chalear terre^tre one eoolee de foate 
oa d'^acier* c'^est 4{ue je ae sais ^ere parmi Les tefliperatopes elevees 
(lue les points de ftiswa oa d^eboliitioa ^ somit teaoans awr ^aefc{ae 
certitiide et qoe^ paraii les otetaxri osoelsy Ie fer^ soos ses 



fonnesy s^offi*aii naiorellefiieaA a mot eeouae etaot a la ftiis Ie plus fiieiie 
a dbteair ea ^aades osifises et eetai deat ia temperatore de fitsiiia esl k 
mieox conaae. Llmpurtant Semuire do X.. Grdaer^ insere aax Annaia 
dks Jfims ( 7* :§ene^ t. IT^ p. 254 - 1 ^3 ; » foornit^ea effete noa-aeaJeaieat 
les temperatures de fiisuia des boates*. laitiers et aciers*. oiais encore la 
tempenKure deces corps aa sortir desfeuttsfoaraeaa^oa foarsa taswa. 
a Tobli^eaac^ de X. Charrtere^ dxreetear des&rges d^Ailevardp. 



' XM. de ta PrayoataveetDesainsaittMaixU, <iB Qifisi^riiiipai^^ 
pcuvfmt rasoiter ds r^oiplai ii'iine enceinlB trap petite, strtoai Imsqiia ceUe (mceintB est 
(ie fomw cyiindhqiie. 

( -^ QUBt aux azframncBS de S. Serai avae les variBs biea^ da GobdU. ranteor 
ansant Ini-iiii^ine que « rintenatal a*a pa^ dlnfinenca >» »r Tfiffisi abavre, dies ae 
amhkal oieUre en ^idenca que la canetittttioBt iam& auileaiBiit I'intenate de la rartwrfica 



'/) lK(QurC(j«^p«a/«iHiaf destSoitt^ aeiomeiSoi^ii^ 
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et de M. Tingenieur Pinaty j'ai pu op^rer sur la coulee d'acier de leur 
beau four Marlin Siemens. Je me suis trouve a Allevard a une epoque 
oil, en Yue de la fabrication de ces enormes roues dont on munit main- 
tenant les locomotives a grande vitesse, la coulee qui se renouvelait 
tou tes les douze heures se partageait seulement en cinq ou six temps, em- 
ployes chacun a remplir un moule de 5oo kilogrammes. Le remplissage 
d'un pareil moule demandait environ i™3o^: je pouvais done faire arri- 
ver sur mon appareil pendant un temps connu, une minute, la radiation 
de la veine liquide incandescente qui s'ecbappait verticalement d'un 
orifice carre place au-dessus du moule. Les differentes mesures que j'ai 
faites pendant deux journees consecutives 6tant parfailement concor- 
dantes, je ne citerai qu'une seule observation /qui m'a fourni, Tappareil 
ferme, i4^,4 ^t, I'appareil ouvert a la radiation, 16^,7. De ces donnees 
on tire facilement 

.a*=r 35oo el, par suite, x = io63", 

cc* etant la radiation de la surface incandescente et x ce que j'ai ap- 

pel6 la temperature effective^ c'est-a-dire la temperature que devrait 

poss^derle corps pour que, done d'un pouvoir ^missif 6gal a Tunite, 

il rayonnat avec la meme intensity que celle avec laquelle il rayonne 

reellement (*). 

1 

(*) La formule qui coovient dans ce cas est 

a ^tant la constante de Dulong, ou 1,0077 ; 
p = a — I = 0,0077 ; 
/ la temperature de I'enceiute ; 
la temperature du thermom^tre ; 
T Texc^s moyen pendant la dur^e de Texperience ; 
M la masse en eau de la boule du thermom^tre ; 
S la surface de Tenceinte ; 

u la surface de la source rapport^e k la distance de Touverture d'admission ; 
a Touverture d'admission ; 
X la temperature effective de la source ; 

y la temperature effective de la portion de Tespace environnaut la source et vue du thermo- 
metre k travers Touverture d'admission. 

Remarque, — ^ se determine tres-exactement par une experience de refroidissement. 
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Or la tempiralure vraie, le m^tal ayant d^jk coule depuis sa sortie sar 
une longueur d'environ o™,5o, peut 6tre ^valuee avee une tres-grande 
approximation a i5oo degres. Appelons T cette temperature, on aurait, 
en designant par E le pouvoir emissif de Tacier en fusion 

Ea^=a', d'oii E = 0,087, 

yaleur parfaitement admissible d'apres les experiences de MM. de la Pro- 
vostaye et Desains. Cette valeur est d'ailleurs confirmee par ce fait que, 
si nous supposons k la fonte en fusion precisement ce meme pouvoir 
emissif, les mesures directes que j*ai failes sur la coulee de fonte du 
haut fourneau d'AUevard nous donnent pour cette fonte, a i metre en- 
viron du trou de coulee, 

j: = 832» el T = i3oo% 

ce qui estbien d'accord avec les nombres de M. Gruner. Tons ces cal- 
culs 6tant d'ailleurs bases sur Thypolh^se de la Constance de a, cet ac- 
cord ne paraitra pas sans doute sans importance au point de vue de 
Inexactitude de la loi de Dulong aux temperatures elevees, cette loi 
etant interpretee, comme je Tai explique plus haut, d'aprfes les tra- 
vaux de MM. de la Provostaye et Desains. 

II est d'ailleurs facile de verifier que les resultats obtenus avec le 
Soleil d'unc part et Tacier en fusion d'autre part sont bien entre eux 
dans le rapport qu'exigent nos idees sur la temperature du Soleil. Sans 
recourir a aucun calcul et empruntant seulement k mes mesures de la 
radiation solaire Tune d'entre elles, a la date du 6 septembre 1874^ 
2^ 1 5™, danslaquelle le tbermomfetre est mont^ en i minute de 4^,2, on 
Yoit que dans le meme temps, 1 minute, le thermometre accuse sous 
rinfluence de la radiation solaire un excfes de temperature environ trois 
fois et demie plus considerable que celui du a Taction de Tacier au sor- 
tir du four Martin Siemens ; et, si Ton admet entre Tintensit^ d'une 
radiation et son effet actinometrique une proportionnalite qui ne peut 
pas etre bien ^loign^e de la verite, tant que Ton se renferme entre des 
limites suffisamment etroites, on peut determiner immediatement la 
temperature qu'il faudrait attribuer k la surface du Soleil pour qu'elle 
donnat lieu a une radiation trois fois et demie plus intense que celle de 
Tacier k i5oo degres. On trouve ainsi, dans Thypoth^se d'un pouvoir 
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emissif maximum, comme tempdrature effective Axx Soleil, 1600 degres 
environ, c'est-k-dire un nombre presque rigoureusement egal a celui 
que j'ai 6te conduit k admettre comme resultat de mes mesures directes 
de la radiation solaire. 

Si maintenant, nous rappelant le fait, extrSmement important, mis en 
evidence par M. Him, de la grande transparence des gaz incandescents, 
noas supposons que la surface solaire rayonne comme un bain de m^tal 
en pleine fusion, les experiences precedentes nous fourniront le inoyen 
d'obtenir avec une certaine exactitude la temperature de ce bain me- 
tallique. Nous en avons pu deduire, en effet, pour Tun des m^taux les 
plus importants du globe solaire, le pouvoir emissif determine, sinon 
peut-etre avec une tres-grande precision, du moins (ce qui est surtout 
important pour le but special que nous poursuivons en ce moment) 
dans les conditions memos d'experimentation adoptees pour Tetude 
de la radiation solaire. Si Ton accepte cette determination comme don- 
nant une valeur probable du pouvoir emissif de la surface du Soleil, on 
aura pour la temperature moyenne vraie de cette surface T= 1980^, 
ou, en nombre rond, :20oo degres, avec uneerreur probable que j*estime 
inf§rieure k 100 degres. 

Tel serait d'ailleurs, a bien peu prfes, le nombre auquel conduirait 
une interpretation exacte des experiences mSmes par lesquelles M. So- 
ret croit avoir montre Tinexactitude de la loi de Dulong et Petit aux 
temperatures elevees. Remarquons, en effet, que la mesure actinome- 
trique du rayonnement emis par un disque de zircone incandescent ne 
pourrait fournir la temperature vraie de ce disque qu'k la condition 
que Ton connut le pouvoir emissif de la zircone a cette temperature. 
En admettant que ce pouvoir emissif est egal k Tunite, comme le fait 
implicitement M. Soret, ce n'est plus la temperature vraie qu'il cal- 
cule, mais bien la temperature effective; mais la connaissance de cette 
temperature effective conduit immediatement k la valeur du pouvoir 
emissif moyen du disque, k condition toutefois que Ton connaisse 
d'autre part la temperature vraie du disque. M. Soret evalue cette der- 
nifere temperature a :2ooo degres, nombre sans doute fort incertain. 
Acceptons-Ie cependant et calculous le pouvoir emissif moyen de son 
disque de zircone k 2000 degres. Calculous, d'autrepart, la temperature 
effective du Soleil, telle qu'elle resulte des mesures de M. Soret, au 

Annales de Vicole Normale, 3* S^rie. Tome IV. 4? 
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soromet da moDt Blanc. Admettons mainteaaot qae le pouYoir emisftif 
moveii de la surface do Soleil soil precisemenl egal ao poovoir emi&uf 
da disqoe de zireone dans I'experieDce de H. Soret, et oaos IroayooSy 
comme temperature yraie du Soleil, 2470 degres* uombrequi ue diflere 
pas beaucoup de celui que je conclus de mes recberches et qui lui de- 
Tiendrait rigoureusement egal si nous attribuions au disque de zireone, 
comme temperature moyenne de sa surface rajonnante, la yaleur peut- 
etre plus probable de i5oo a 1600 degres ; mais il 7 a sur cette tempe- 
rature moyenne une incertitude trop grande pour que je yeuille con- 
dure de Texperience de M. Soret autre chose qu'une Terification de 
Tordre de grandeur du resultat de mes rechercbes» et cette Terification 
je Fy trouye assurement aussi satisfaisaote que possible. 

La difficulte, je dirais presque Timpossibilite de connaitre la tempe* 
rature moyenne exacte de la surface rajonnante du disque de zireone, 
proyient de ce que la temperature moyenne d*one telle surface peal 
differer beauconp des temperatures locales qu*afiecteroat tels ou teb 
points en particulier. Et cette diSiculte se rencontre non-senlemenl 
dans la comparaison des sources terrestres au SoIeiU mais aussi dans 
revaluation meme de la temperature du Soleil ; de telle sorte que cer- 
tains points de Timage du Soleil, obtenue au foyer d'une puissante len- 
tille a echelons, peuTcnt parfaitement presenter une temperature de 
2300 degres (j'adopte sans discussion ce nombre propose par M. Ber* 
thelot), la temperature moyenne du Soleil et, ^ plus forte raison, celle 
de Timage ne depassant pas sooo degr^. Les yariations considerables 
de la temperature du Soleil d'une region a Tautre de la surface, yaria- 
tions si bien mises en eyidence par les obsenrations da P. Seechi, 
rendent ce double resultat parfaitement possible et suffisent, je erois, 
pour faire disparaitre toute dilBculte provenant de la comparaison de 
deux oombres en apparence contradictoires. 



Grenoble, le i4 ferrier 1870 
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LES FONCTIONS ELLIPTIQIJES 

on CORRESPONDENT A LA FONCTION cosx -h / sinx, 

Par M. H. LEMONNIER, 

PROFBSSEUB DB MATOAmATIQUES SPiaALES AU LTc£b BBNBI TV. 



INTRODUCTION. 

L'importance de la fonction coso: + iainx dans la Trigonomelrie et 
1* Analyse est due surtout aux deux proprietes qu*elle possede» d'avoir 
pour inverse Texpression coso? — isinXf et de se reproduire h un fac- 
teur pres dans sa derivee. 

Les memes propri^t^s appartiennent k trois combinaisons lineaires 
des fonetions elliptiques d^sign^es par les lettres X, fji, v (voir le Traite 
de MM. Briot et Bouquet). Ces combinaisons sunt 

l^(a)4-iX(z), v(»)-4-/riX(-8), J, ^' ^ 

nous les designons par 

V.('«), i^i(^), >.(«). 

Dans un premier Memoire, aprfes avoir signale les propri^t^s fonda- 
menlales, les zeros et les infinis de ces fonetions, nous en donnons les 
developpcments en series de produils, en sommes de termes, en series 
circulaires, et nous traitons les mfimes questions sur leurs rapports, 
qui n*ont que des zeros et des infinis doubles. 

Dans un second M^moire, il s'agit de Taddition et de la multiplica- 

47. 
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tioa. Le poiat de depart j est, poar *i«v ^)r one formnie aiudogae a U 
formale de Home prise soos la forme 

. , , . cos J-}- /*in J 

cost r-H f) -Hiaiiif s-H r)=: ^^ 

La formale s^efaUit par la eonaideratioa des zeros eC des in&ais de 
v/ a + /; aa moyea de la reladoa 

\^ / Ai.-; 

Sans compter les expresnons de af^ h- r) ^ i '^ h- ^ , qa'elle impliqae^ elle 
se prete a des eooseqnences Tariees; elle coadoit ea particatier^ sans 
qall J ait embarras de fiieteors elraugers, aax Talenrs des produits 

afs-H/) tt(s — t)^ Des formales paraDeles on t lieu poor ;x^ 'z-^i)^ 

If ^ X + /; . n ea resalte, de procke en proeke, a Tegard de la maltipGr 
catioa, des expressioos coaereles cpii scat des foactioos ratioaaelles 
de I, o^ y od les termes, a an facteor pres da premier degre cpiand n 
est impair, ont on degre soos-dooble de celoi qui a liea chns les expces- 
sioas de 1( as), et soot coQJognes Tan de rautre. 

L^objet d^on troiseme Memoire est la di^ion de Ta^oment. En fiu- 
sant ressortir Tanalogie de la question aTec le probleme eorresponda&t 
de la TrigmKHBetrie, nous sommes amenes a retade partieuiieR de 
Fequation oil t^%{s) estegal ^ runite. Cest une eqoatioa ipn corm- 
pond a Tequation x* — i =: o, et jouit de proprMtes asalofves. Les ra- 

cines primitiTes j sont en nombre egal a ^^ (<~ ^) l^" Ji)"'^ 

a^ 6,... etant les facteors premiers de n. Une racine primitiTe de 
jp*— i = o engendre toutes les racines par ses patssasees soecessWcs; 

pareiilement deux racines s expnmant par n, r v, 

raffisent poor faire obtenir toutes les autres, poonru que b Goodition 

d*aToir/r,f2 ~ f i^z>^ ^^^ remplie. Quand le nembre n n^esl pas wm 
nombre premier, les raeines peorent se cakuier au mojen de celles 
d^equalions de degres infimeurs, les raeines primitiTes elles-mioMS an 
mojen de leurs racines primitiTes. 
Les memes bits s'appUqnent a k feaetionf£|(z) et aX»(s),comniea 
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X{z)f ii{z) etv{z)^ sauf certaines particularites; par exemple> pour 
X| {z), ii{z)^ V (z)» le nombre des racines primitives est moitie moindre. 
Dans le M^moire suivant, nous traitons de la division par 2, puis 
par un nombre impair, de Tune ou de Tautre p^riode, ainsi que des 
problemes inverses. La division par un nombre impair n fait dependre 
gn ^if ^\ parametres et modules de la fonction a determiner des di- 

verses valeurs de v [p — y ou de ii(p—\y ou de x[t H-/^— )» avee des 

Equations de condition qui admettent les racines primitives d'equatioDs 
etudiees dans le troisieme Memoire, et n'admettent pas les autres. Le de- 

gre de I'equation moduIaire/(A', k\ ) = o, egal knfi + ij ('H-x)*'' 

se reconnait sans difQcuIte. Les calculs eux-memes accusent que I'e- 
quation en k et ^4 est la memo, et que, par le changement de k' en yji, 

k' k' 

de k\ en >3|«, elle devient Tequation qui lie >} = y et >}, = tt* L'equa- 

tion modulaire sous la forme d'un determinant pent se d^duire des 
formules obtenues. Nous appliquons le precede au cas de n = 3 et a 
celui de n = 5 ; alors, au moins, les calculs a faire pour amener Tequa- 
tion a etre ralionnelle ne sont pas trop penibles. 



PREMIER MfiMOIRE. 



L 

Definitions et premieres propridtes, 

1. SoitX(z, ^, k) ou simplementX(2) la fonction definie par Tequa- 
tiondifferentielle 

sous la condition d'avoir, pour z = o, X= o et ^ = ^. La fonction 



>-4 ■- LXK>T3XE2- 

es se prettut ejatrt a i poor r = o. B s'^ossit 



ail 

-.» -* & I B .. jz .■■'■• ■* t 4"* 

4 ,4^*4 42 t 



4ft telle sorte ^11 ea resvlle 

xl Z\ =— f—r ». ^X =1— «^ ' 

#• TT —X. =iii - ^x-^ 9 x( ^ — X! =— xt -5--^ x> = r ^ 



T 



^*:e — -J=r^- 



4 :»- 

Les trois CwetMos ^n Jtfm&i bmb oceopcr 

--• . . ■ £— , , . a<x' — * 

3-.X =X X — fA.X,, X,,X,=a',X — IlA,X,» ^^^\z=L p^ 



Elles soat HideBBeiiU eiMUM ics fosetkws a« ou ^« 
tA«t le pbtt, et eiks obI poar pg iro d cs eI«9K&lur» 

et 2^. 

<M sail 4|Qe, pav a^wr ^'*x) "'"^^T "Tl = j* ••'^ '^^i 
4evx aatrcspcnwie^ 3 EwtpreadR 

Pitmr aioir c& estre ^(x) "^^^ ^ •''^ '^^ V^ * ^^ pair; et de 
flT mA p«r aoan pav a^off a|-;r-i^— l = p* 
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riodes ck)| et 2to\ ne seront done analogues a o et 2(s>\ pour les trois 
fonctions, que si elles leur sont liees par les formules 

ou 

et, si elles sont elementaires, les nombres entiers m, n, m\ n! satisferont 
a la condition 

(4/n-4-i) (4/i'-f-i) — i6/im'= I. 

Les produits 

v(z)-4- A-fx(z) v(2) — /fjtjtfz) 

sont tons trois egaux a Tunite; on a ainsi 

" f \ "ii K * f \ I'll \ " v(2)— /r/jt(z) 

c'est-a-dire que les inverses des trois fonctions sont les expressions 
conjuguees dues, les deux premieres au changement de i en — ^ la 
troisieme a celui de k en — ^ sans changer le signe de k'. 

Les propri^tes connues des fonctions X, /x, v conduisent immediate- 
ment aux formules suivantes : 

v,((a'+zj=— ^j-Tj7» v,(«' — «) = — v,(ii), 
^,(w' + z)=:— -i-, ^.(w'— z) = -fi,(a) 



>.{_.) = Mz). X.(|+z) = j-i^, >.(^_,)=_J_, 



X,(o.)'-*- 2) = — X,(2) = X,(a)'— s). 
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2. Derwees des troisfoncUons. — Le calcol de ces derivees donne 



^r — '1 *J — r? — — ^g*^* 

d*ou Ton tire 

— =i/log>, =i^> 1/5, -^ = </log5i« = lAg^urfs. -r- = rflog/. = — *^irf2, 

puis 

\o^'M^) = itgj S^{3)dz, 

ou bieo 



<*]ds 



li est aise de recoooaitre par ces expressions qoe les fonctions v« (2), 
a, (^ • ^(^} ^^^ monodromes, bien que les integrates / y(2)<£s, 

/ tifs) dz^ j X{z] dz ne lesoient pas. 



Si Ton pose 5 = h :;'» on a 



•»='(^--)=-if^- 

puis 
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Quand on fait Tintegration le longd'un cerele d'un rayon p infmimcnt 

petit, ayant le point— pour centre, ceite integrate a pour limite — •, 

par suite, Texponentielle ne change pa§. II en est de meme de tout 
autre point rendantv(2) infini. La fonction V|(2) est done bien nnono- 
drome. 

3. Zeros et infinis des trois fonctions. Fonction v,(z). — Comme 
Ton a a(z) H- i\[z) = , ' .>, , ? les infinis de v, iz) sont les z6ros 

* ^ ^ ^ ' li(z)— ik(z) ^ ' 

de fji(z) — iX(z), et ses zeros en sont les infinis. Ces zeros et infinis ne 
peuvent repondre a des valeurs finies de X et de /x; ils ne peuvent pro- 
venir que des infinis de X et de |j., ce qui est une particularity impor- 
tante. 

A tout infini de X et de /x, il correspond soit un zero, soit un infini 
de v,(2), 

L'expression generale des infinis est en efTet, pour X et /x, 

a=(2p-4-i)~ -4-^-. 

Or, si Ton pose s = a -h 2', il vient 

v,(a-hy)=±v, (2/> -f-i) — -4- y L 

le signe + se prenant si q est pair, le signe — si ^ est impair ; et de la 
il r^sulte, 

Au casoiip est pair v, (a-+-3')=:dbv, (— -¥ z'\ 

Au casou p est impair v,(a-4-2')=i 



Mais on a 

de sorte que, z' tendant vers zero, la limite estcelle de 

Ag^(z')v(z') ~ v(z') 

ou zero. 

AnnaUi de Vicole Normale, a« S^rie. Tome IV. 4^ 
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DoQC, daos le premier cas, a est aa zero de 9» (s)^ ei dans le secaod. 
c'est QQ infini. 

L^xpressioD generate des zeros de *>i ^^^ esU en consequence. 



. «' « 



celle des infinisest 



a = (4p^i)^^q^j 






Ain»9 svr la ligne do cote au' da paralleiograame eleaentaire, les 

zeros se sohrent a partir da point ^ par intenralles egaax a ce cote, 

:i»% et les milieax des interralles sont des infinis; de sorte que les in* 
finis et les zeros sont distribues sor des lignes paralleles an cote a da 
parallelogramme, les lignes portant altematiTeflient des zeros et des 

infinis qai se sairent a la distance — 

Dans le parallelogramme elemenlaire (», a^'j, la somme des dea^L 
zeros est 

d^ou resalle 
ou 

Fanction a, (z). — On troure d'nne fafon semblable qae les zeros de 
la fonction fi, (z) ont poor expression 



— » 



et les infinis 

2 2 3 

Sor ie cote n^' da parallelogramme elementaire les zeros et les in- 
finis sont les memes qae poor V| (2) ; mais sor ehacune des lignes me- 
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nees eo ces points parallelement au cot^ go, les zeros et les iniinis se suc- 



6) 



cedent a la distance -• 

2 



Fonction X,{z). — Les z6ros ont pour expression generalc 



W' , .6) 



les infinis 



a = (2p-f-i)~ 4-(2?-M)-» 






II n'y a la sur la ligne 20)' que des infinis, et sur cliacune des lignes 
qui y sont menees parallelement au cote o), les infinis et les zeros se 

succedent alternativement, par intervalles egauxa^^ de sorte que les 

lignes parallMes a 20.)' sont alternativement des lignes d'infinis et de 
zeros. 

4. D'apres cette distribution des z^ros et des infinis pour les trois 
fonctionsv,(z), iiAz),\Jz), les rapports ^^~» ^4^; » -4^^ n'ont cha- 

cun que des zeros et des infinis doubles. Nous designerons ces rapports 

parwi(2), 7S2{z),7s^{z). 

Pour le premier, cr, {z) = ^^^> Texpression gen^rale des zeros est 



celle des infinis 



a = (2p-4-i)- -f-(4g-l-i)-, 






pour le deuxieme, ©3(2) = ^ A* celle des z6ros est 






celle des infinis 



M , , ,6) 



« = (2/>4-i)-4-(4j+i)— ; 
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jiky 



ff. LEKOTTUKU 



M, s 



et pour le troisienie^T-, z = 7^-^- eelle ies xercis ftsl 






ceiU* ic$ iofinis 



-b 



i=/^«^ +i— t — - 



hrar pftnltel^^mDJB/e il a> & poor eksieTui t^'ia zero tiuoble et oil 



v« ^ 






3,fjr 



* «r. 






(Tm 






ST. ■5'=* "■■ 



W -X 






^* -«:)' 



TTt X — 



rf 



•* ^ 



IL 

raoff la fiicmiiiifr (»iiiiiiiiis 



r=— « 



yif isvaiit <aniii3ns imfeimrmgni: ^ a lieti^naac; fe rappurt — Cesc 






■1-=.' 



Ui 






X =:^^-^II|d| CTt i T3t— ^^-^— ) 



/ 4-T:x 



«M*, 2T3~ 



'a 



— COS^K^TIZ 
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On en deduit 



S 






«="' COS ( 27rp — 3: cosn^iipj 

lim > (-i)"log ^ — ; 2 



^ cos27rp — cosn^Tip 

Its I 

d'oii 

Sin [Tcp , 

, . ,. \ ' w / cos2 7rp— cos47rp 

sinTrp / 477-8 \ , 

•^ cos [ 27rp — -^^ — j — cos47rp 



X 



COsfaTTp — )—C0S2. iTTp , ., 

\ ^ 0) / ^ ^ C0S27rp— cos(2/i--i)47rp 



cos 
X — 



cos27rp — cos2.4:rp / 4^^\ / \/ 

^ ^ ^ cos(27rp— -^^ — j— cos(2/i — i)47rp 

(27rp — - — I — C0S2/l.4^P 



C0S27rp — C0S2/l.47rp 



n croissant ind^finiment. 
Comme Ton a 



cos 



(irczX , . 27r« . / 27r-s\ 
27rp — -^^ — ) — cos2n4Trp sin sin I 27:p ) 

^^^^— ■ ■■■■ "ii I ■ ■■ I I— ^— ^^— ^^^ w ■■ 1 ■ ■ »— ■ I ■ ■ ■ ■ " ■ — — " ' ■ - — — 

cos27rp — cos2/i47rp sin(4/i — i)7rpsin(4'»-4-i)7rp 



et 



cos (27rp — - — 1 — cos(2/i— i)47rp sin sin I 27rp ] 

cos27rp — cos(2/i — i)47rp sin(4» — 3)7rpsin(4'» — ijTrp' 



si I'on poso 



/ 47r2\ / r . 2Tr« . / 27r3\ T 

"=• cos I 27:p— -^^ — --cos2n.4Trp '»=-l sin sin 27rp ) I 

; __ |-T \ ^> / _,-rT,| ^» \ "^ L 

' 11 cos2 7:p-- cos2/i47rp •'-■• L sin(4'» — iJ7rpsin(4i-+-0^pJ' 



n= I nssi 



"-• cos l27rp— -2^ — I — cos(2n — i)47rp "--I sin sin 27rp ) I 

j^--TT \ ^W -=TT II " \ '^ 6) / I 

11 cos27rp— cos(2/i— i)4Trp -'"■- L sin(4/i — 3)7rpsin(4n — i)7rp J' 



n=i nszi 
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la formule est 



V.(2) 



sin:rp Ii 



Mais elle peut se mettre comme il suit sous une forme plus simple. 
On a d'abord 

sm [Tip ) . . o 

sin(^7rp-i--^jsm^37rp--^) 



X 



sin(3Trp + — ]sin(5Trp-— j 



X 



sin37rpsin57:p 
sin(4'i — 3)7rpsin(4w — i)7:p 



sm 
X 



(4/1 — 3)7:pH- -^Jsinl (4it— i)Trp — -^J 
in I (4w — i) Trp H sin (^n -hi)7rp '— I 



sin(4't — I 7:psin(4'* "^"0^? 



ce qui se reduit a 



sin(7rp-^j sin(37rp-4-^j sinr(4ii - 3)7rp~ ^ 

V| ( 2 ) == lim ^ ^ — ^ — • • • — = = 

sin^7rp4-^j sin^37rp-^j siu|^(4it- 3)7rp-f- HiJ 



sm 
X 



in|(4ii — i)7rp-|-^| sinl(4/i4-i)7rp-+-^J 



t,, , HTzz] sin(4i»-^i)7rp 

(4it-i)7rp— -^J 

'' = »'cos(2 7rp-4- - — I — cos(a/i — i)47rp 
= •"«» JJ y ^j^ 

nz=i COsf^TTp— j — COS(2ll — l)4^ 



sm 
Xlim — 



|^(4ii-+-i)7rp-^J 



sin(4'H-0^P 
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Or on a 

sin (4/1 -4-1) Trp — ^^ r- I 

lim — - — r-r? : =* = lim cos sin col U'* -+-07rp 

sin(4i-4-i)Trp L w &> *^ ' "^J 



27rz . . s>.Tr2 
= cos h « sin ? 

6) 0) 



vsuppose que le coefficient de i dans la valeur de p soil positif. Done 



n = « 



COS (27rp-f--=^ — j — cos(2n — i)47rp 

M.) = .- n -j — ^^ — - — — 

n = i cos I 27rp — - — j — cos(2/i — i)47rp 



. 4^2 . 



,„,"=- 1 sin^sin27ip 



n = t 



sinl (4/1 — 3)7rp-+- i^Jsinl (4/i — O^rp- ^J 



&) 0) 



Remarque. — En faisant dans cette formule z = 7- h » on obtient 



n ^fi n = 00 



'— ^' ^ c«?' TT ^^^^ (/i--i)7rpcos4/i7rp __ ^,^, yj / _ sin»27rp \ 
A- 11 cos*(4'i — 2j7rp -'■■■■ \ cos'(4i — 2)7rp/ ' 



n= t n = I 



d'ou 



n = 3B 



•i-l \ cos4('» — i)7rpcos4'i:rp/ 



n= I 



Par la diffi§rentiation, Texpression de V| (z) donne 



. , , 27:1 in 




sinlairp 4- 



linM 



6) 



(t) &) ^j I / ^nz 



n = i\ cos(27rp-h-^— ^ j — cos(2/i — i)47rp 

. / 4^A 

s,n^27rp~it^) 



cos 



/ 4Tr2\ , ., r 

I 27rp I — cos(2/i — i)47rp I 
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d'ou, par 5 = 0, 



ar 8-isinars 



° O U ^COS2-S — COS{2ll— l)4rs 



a = ■ 






w w ^sin{4'i — 3 -s sin (41 — <)-? 

6. Le developpemeot que nous venons croblenir pourv,^^) peutse 
deduire de la formule generate due a Cauchy 



fo) 



n 



{-:/ 



ou/{z) designeane fonction qui n'est pasnnlle a Torigine, avant a,..., 
a,... pour ses zeros et ses infinis daos rinterieur d*un contour qui 
i^omprend le point :; = /» monodrome ainsi que sa derivee a Pinterieur 
et le long du contour. 
Lorsque le contour s'eloigne a Tinfini dans tous les sens, si le qoo- 

tient 4^-: reste de valeur finie tout le long de ce contour, la formule 

pent se remplacer par 

LL = Urn TT 1—^ e' '"^//^ ^. 



de sorte qu^elle donne 



I — 



6) U» 



y,{i) = \\mJl 



? ^r-/ C 



I 



, , »' Oil 

(4ii — 1 hm — 



Comme la fonction v ( ^ + ^] est impaire, prenons un contour qui ait 



le point 7 = — pour centre, par exeraple celui d*un parallelogramme 
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ayant ses cotes paralleles a ceux du parallelogramme ^lementaire 

(20)', 0)), aux points 



et 



V 2 4/ 24 



/I -+-l) ^ tW, Z=(4/l -+-i) 1- -7- 

2 4 ^4 



L'integrale, si Ton pose ^ = — h ?', deviendra 

elle aura meme limite que / v (— -+- ?') -^» c'est-k-dire zero; et de 1^ 



I — 



(4/14-1) h m - 

v,(z) = limTT '- 



I — 



(4/1 — I) h /n - 

'2 2 



Mais m devra varier pour les deux termes depuis m= --rn! jusqu'a 
m=Tn!\ et n pour le num^rateur depuis n^=^'-n' jusqu'k n = n\ et 
pour le deoominateur depuis n = — n' 4- 1 jusqu'a n = n'; c'est-a-dire 
qu'on a 



Z 
I ; 



n n 



« = -„' m=-m'\ (4'l-+-0— -♦-'W- 

V.(2)=lim— — -- 



n n -- 



ou 

27r2 



tf=n' m-=.fn' 

n n 



Ci) 

I — 



(4/i-+-i)7rp4-/n7r, 
v,(z) = hm- 7 ^^ 



« = n' m = m' 



n n v-f/u^ 



(4/»— i)7rp4-/n7r^ 
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— i:*v^ w=-n 



v,(3)= lim 
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- = -' sinr(4/i-hi)7:p-^l 
AJl sin(4/i-+-i)7:p 



"="' sin 

n - 



(4 



sin(4/z — ijrp 



X 



X 



sin7:p sinSTTp sin(4/i -f-i)7:p 

. /. 27rz\ . / 27rz\ . r., , 27rz'| 

smlSTrpH 1 sinMTTpH j sm (4i — O^rpH I 

sin3 7rp sin77rp sin(^n — iJTup 



sin3 7rp 
sinSTrp 



sin(4' 
sinf4/i — i)7rp 



X 



sinSTrp sin^Trp sinf4/i — i)7rp 

•^/o 27:2\ . / 27r2\ . r, . 27:2 I 

sm^37rp--^j sm(77rp —j smi (4/i-i)7rp--^J 

sinrp sinSirp sin (41 — 3)7rp 



d'oii 



sinfTTp-h ^^ j sinfi 



sinSrrp _--.,^._ 

57rpH ^j sin (4/i^3)7rp 



• • .; 

« J 



v,(z) = lim 



7rp~--^j sin(^37rp4--^j sin|^(4/i - 3)7rp- -^J 

. / , 27rz\ . /, 27rz\ * . r,. _. 27:3"| 

s,n|^7rp-4--^j sin(^37rp--^j sin|^(4/i~3)7rp-h -^J 

sin[(4/i-i)7:pH-^l sinr(4/n-i)7:p-^l 
sinl(4/i — i)7rp-+- ^J 



sin(4'»-Mj7rp 



ce qui est la fornniule precedennimeDt obtenue. 

7. Autre developpement de v,(2). — Consid^rons la formule coonue 



nt — m' n-=ie 



v(.)=-Llim ^ ^ (-.). 



m zz - m* n-=- n' 



-s (2/1 -+-l) — 

2 ^ '2 



=-.v"»S S'-'-j 



mz=i—m' n = ~nf 



W' 2p * '2 
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(I'oii 



m=:m 



m^z—m' COS I J -—-- ) 



II s'easuit 



/tt tz , mK\ 
^ / v(2)rf. = l.m 2, log ^__-^, 



puis 



'»=■'«' tangly r-f--7— 

v.(.)=l.m H l^_n^\ - 

\4 4pj 



m=— m' 



lang 



m= » 



m=x 



* ^ \4 2mV 11 . , / JT Tra \ . , /MTT 



=-«(i-S)n 



/UTT . TIZ 

*«=* COS sin — 



2p 0) 



/UTT . TZZ 

m=, COS hsin-y 

2p Ck)' 



*«-• ^ 2510-7- 



= '""^ (i - S) n • — -^ir^ 



fR=t \ COS hsm— ; 

2p W' 



/ m-«l Sin— 7 

^ m=, I COS 7 7+-r-)cos(7 ; 

L \4 26)' 4p/ \4 2&)' 



4 201)' 4p/ 
49. 
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La formule de Cauchy donnerait Ik 




T.Z 
2 0)' 



4 40 






\ 



4 4p 



. /t: . 7: rz \ 
sin 7 -hmT ; 

sin (7 -fm -^ ) 



mz=m' 



m 



AA . / 7: r 7:2 \ 

=_m' Sin I — 7 + m 7 —7 ) 



sin I — 7 -4- m 7- ) 

\ 4 4p/ 

, .'"--sinl7 7-+-'W7-) sin 7 > — '»»7-l 

/tT _ J^\ XT \4 2r,/ 4py \4 20) 4p/ 

\4 2w'/ 11 . /tt 7:2 7r\ . /t: r3 tt \ 

' =xSinl7H 7 — mT-j sin(7H ; -4-/177-) 

\4 2w' 4py \4 2w' 4p; 



= lang 

m 



ou 

m = • 



/It =1 



connme ci-dessus. 



= P t/o - 



8. Devehppements de fx, (2) = v(z) 4- ^«X(^) = e ^o ' . — Pre- 
noQs 



/i=n' 



° „=^«' sin (2/n-i)7rp 



On en lire 



/»« 'lA"' iangr{2/i-4-i)^-^ j 



n^^n' lang(2/i -hi) — 
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ce qui donne 

a, 2)=lim ; '- -. f ) —' 



X 



en posant 



\2 Ci)/ \2 0)/ \2 W/ 

tang[(4«-.)f + ^] tang[(4>»+.)f-y] 
tang[(4«-0?-^Jtangi(4n^0?4-^] ■■ 



y(g) 

9(— 3)' 



/ . «=• tang (4/1 — i)-^ H 

9 z =iang -i- 11 ^= ^ 

^ ^ n=. lang|^(4/n-i)^+— J 



2 W / XA I . T.'KZ . 

' n=i I SlOTTO-f- Sin I h4 




/I =: OS 



= unKC^-— \TT(i ^-^^^ 

"='( sin|^- + (4/H-i)^Jcos[— -(-(4n-i)fJ 



Remarque. — On deduit de la par -^ = 7 > 



n = a» 



Xi \ sin7rp-f-cos4'»irp/ 



n 



SinTTO 
I — 



si„[-_(4„_.)ILPjsing-(4n+.)fJ ' 



d'oii 



11 = 



XJi- \ sinirp — cos^nnpj 



/i=o 
/I = « 

n 

W-:o 



I-f- 



sinTrp 



sin[j-{n-K.)!j]cos[n-(4„_.)^] 
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ou encore, de plus haul. 



nr sin7:pcos4'»::p "I 

"="L V ^ /J 



11= ao 



k'-ki = - 



AX I /sinTTp — oos4nT:p\' I 

"="1 V "^ J J 



9. Autre developpement de \t.,{z). — L' expression suivaote de/x(2) : 

f \ ^' 1- V (—1)* 

u.(z]=z- -hm > 7-^ r- 

\w' 2p; 



donne 



n = » 



, , /tt 7:2\ tt S"^ /'a/I — Ott 77^1 Ftt . (an — 1)7: 7:2 "I 



="°8(i"S)n 



(2/1 — 1)71 . 7rz 2ii7r . m 
" = • cos h sin —7- cos h sin -7- 

2p &> 2p &) 



/7r 7r3\ 



(2/1 — l)7r . 7:2 2/177 . TZZ 

n=x cos ^ Sin —7 cos sin —r 

2p W 2p «' 

" = •1 2 sin —7 I 

1-1- I . T.Z (2/1— i)7r I 

. «=. I sin— 7 — cos^ '— I 



"-* ' asm— 7- 
I 



n 



«=. 1 sin— 7— cos— — 
\ W 2p 



10. Developpement de A, (5) = ^.. "^"F^^ 

Soit prise la formule 

X(s} = -^^rnn y — p ? TT- 

° «=_^'_, Sin (2/i-f-i)7rp I 
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On en deduit 



n = n' 



kg I l{z)dz=:\im \ log 



tang[(2«+.)^-^] 



lang(2/n-i) -i- 



n=n' 



= lim N log 



(2/1 -+-1)-^- — j lang| (2/1 +1)-^+ — J 



n=:o 



iang^(2/i-+-i) — 



et par suite 



14- A- 



«=- col 



>'(»)=nFn 



[(— >?-?]-[l-+-)?-^] 



I-*- A- 



11 = 



n = « 



C0lV2/l-f-l)^ 
' 2 



2 Sin 



n 



i-l- 






n = o 



R=: « 



Sin I (2n-f-i)7rp - ^J — sin ^ j 



xn - 



2 sin 



TZZ 
0) 



n =0 



I 

( 2/1 -f- 1 ) TTp 4- — 4- sin — i 



14- /r 



A=:«» 



n 



< I 



sin — 

0) 



n=o 



sin (2/1 4-1) — cos (2 /I 



2 



n:=« 



xn - 



sin 



TT-Z 
0) 



n = o 



Sin (2/14-1)-^ H cos (2/1 



2 



Remarque. — De Ik , par 2 = 7 • 






11= 00 




7:0 1 ' 

C0S»(2/l4-lJ— I 



1' 'M 



u ^. 

: -.»D- •,.» — — l 



•' r 



: ' hifr> iep^Uvno^rnent — ^n « 






- . V" _ -rr XT -nr »-t- 



ftTitf — im ^ — •' 'fio^ — aoie I 



aiUf - - iim ^ — : 









i*Vi 



V? _^ l^*" 'W* ens 



*;f ^ > i ^^^^ilijif'WH-f --iim ^ — i*i«ie 






^t-^ 



• * - <r^ : '^ 



n • — TT^ 



if' ' T.i 



TT •-* / sin-— \ 

*=, \ COS* / 
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III. 

D^eloppemeni des mimes fonctions en series de fractions, 

12. Pour une fonction/(z) monodrome et monogfene dans une por- 
tion du plan, devenant seulement infinie en certains points de celte 
partie, Cauchy a donne la formule 



f^t)= r nil + JL. cninii 



oil le signe residu s'applique k tons les infinis que renferme Taire 
plane consideree, tandis que Tint^gration s'opfere sur tout le contour 
de Taire. 

Si le contour s*eloigne k Tinfini dans tons les sens, sans que le mo- 
dule de/(z) cesse d'etre en tons ses points d'une valeur finie, Tinte- 

grale pent se reduire a la limite de — . / *' ^ \ elle est nuUe quand 

f{z) est une fonction impaire et que I'origine est un centre pour le 
contour. 

13. Developpement devt{z). — Considerons la fonclion impaire 



V, I hZ !• 



Ses infinis etant donnes par 

h z = {^m — i) \- n-9 dou z = (2m~iw-f-/i-5 

2 ^^'22 ' 2 



si Ton pose 



2 = ( 2 m — I ) 0) -h n — h 2 , 

2 



on aura 



-^ '' k ■k{z')gz'' 
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ce qui doDoe poor expressioD geDenJe do residu 

2/ I 



^ Z — 2aB — 1 . fa» — ■ — 

2 



ao point 5 = ' 2m — 1 i;' — n — 

Prenons comme contour on parallelognmme dost les e61es, pint- 
leles a ceux du parallelogramme elementaire, soient detemines par 
les points 



S =: — JI , ^ Z ^ — -r- — " 

24 5 4 



et les points 



4 4 

Les Talenrs de it a eonsiderer seront 

I « ''~~ 2» ■— i, • • • V • 

relies de m seront 

in = Oy ly Siy..., "Vy 

I, — 2,.--, — «'— I, 

de sorte qu^on a 






(T-')=»-f;s s 



=-« «=rrw-i ^— .2#n — i;w'— «- 



2 



= 4^,i,n "^ "'^ ^— '^ 



irg^w ' ^ Z!< ar^ 



f = — JB-i-l ■=— » 



— 2r(2iii — 1 s — ar 



f — lim ^ 



^ . r2r5 , I 

- = --., sin^— -~ 2JII-I 2rpJ 



<r/ 4 I ^ V« r I I "1 
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m = m 



, .1 "^^zj- 2sin( harp) cosi/WTTo 

** f sin f harpj m=i sin (am — i)27rp I sin h(am -f-i)a7rp 

iDTrisinl h27rp) , '"t-» , 

\^ V( i . V cos4/n7rp 

"" ja I— cosf^ ^-4^p) m=iCOs8m7rp— cos(^^4-47rp) 



m = ao 



p iDTr/sinl h27:p|, ,^ , 

\_ ^ \^ V_( I V cos4/w7rp 

et de la 

iDTT/sinl *-^p|i ,;z, / 

,^/^N \ ^ V I ^y cos4m7rp 

/rflfw < r /47^'5 \ I ^ 



°*" i 2I I — cosf 5^ h27rpj m=ocos8m7rp — cos(5-^ — h 27rp j 



STTisinf hTrpJ *"= 



\ 0) '^/ t I V* cos4m7rp 

kgoiy \ . ,/27r2 \ ^j . r27r2 ,, X I I r^Tra „ 
° J 2sinM hTTpj m=oSin (4m— i)7rp sinl h{4m-T-i)7:p 

14. Autre diveloppement. — Com me on a 

II ^ fl M^^IVt •lit ^s IM 

', ( — -f-^l =7^^1im > (—1)* 7 el coiif = lim > — ? 

\2 / kgta' ^ ^ '^^ ^'^ ^ '^ ^^ Za z^rmz 

20) 2 4p 



il vient 



. t «>• sin(^-f-7r) 1 

— 'col I h > ( 1) ^ M 

^ ( n^c SmI ^H 7-)sml ;H h-T-M 

\ \2W' 2 4P/ \2&> 2 4p/ / 
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d'oii 

n=jo 
''•W=7: — ^1 col ^ + - H-2C0S— T- > ^ I 

** I ^ ^^ r?i COS hsin— ^-1 



^r I ^V (-Lll 1 

^ I 2 1-+- Sin—;- ,f?^»cos hsin— 7 I 



TTICOS « = 



^r I 4- S ^-^^ 1 

kfcoa' I JT^ T^^X ^ In Tzz nr\ (tz tzz m:\ I 



15. Developpement de [L^{z). — Soit consideree la fooetion impaire 
fjL, (~ + 2V Ses infinis ont pour expressions generates 

z=:(im — ijcd'-f-nw, 2= 2mw'-4-(2/i -f-i) -• 



2 



Si Ton fait 2 = (am — ijw'-f- /lo) H- s', on trouve 







F' 


(t 


-')= 


-.[- 


2 


..)= 


_i[n- fits' 
- >(a') 


')] 


et 


pour le residu 




31 
J 






I 


.. • 






«— (2m - 


-i)(i»'- 


-n»' 




en 


faisant 



















<s= amGi)'-f-(2/n-i) — h z', 

* 2 



on a 



"•(t -) ='■■(7 -:-')='(t-') -*«(t-') =-■ ^ 



et pour le residu correspondant 



21 



S to 

** « — 2mfii)'— (2/1 4-1) — 

^ ' 2 
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PreDODs un contour forme par les droites que determiDeDt parall^le- 
meut aux cotes du parallelor^ramme elemsntaire (c*), 20)') les points 



-8=r--2m'a> 7-? 2 = 2 m w' -h -7- 

4 4 



et les points 



'24 '24 



les valours de m et de n seront pour les premiers infinis 



,' •. ^ . ^ ^t 



m = o, I, 2,..., m , n=:o, i, 2,..., n\ 

— I , — 2, ... , — m' H- 1 , — I , — 2, . , . , — /i', 

ct pour les seconds 

m =: o, 1 , 2, . . , , m', /I = o, 1 , 2, . . . , n', 

-->> —2,..., — m', —I, —2,..., — n'— -I, 

de sorte qu'il s'ensuit 



m = m' n=i^ 



l.,(^^z) = ^nm y \ —, L_ 

-7"" S 2 7 



m^-tie n=:-ii'-i« — 2mco' — (2/1 + 1) — 

2 

De 1^, d'abord, 

msm' R=:ji' 



-(t-)=^"- S 2 .- 



m=-in'-«-i n^re (2m — l)7rp — /ITT 

m=mf n=zn' 



Z Z JT^ ' 



27ri ,. 

urn 

^g jLd ^ nz 

m^-^m* As-.ii'-.x 2m7rp — (2/1 -f-l)- 






-^Mjsn: I: 






*^ 



jr — - -=r im: 



V 




f^llt 



i 



V 






V 



•^ 



V 






V 



J 



f 



* z 



— I 



ij» 



OL JUlvr 



— iM 1 -t^lflmfni: 



X :=r-^l-Jm 



V V 



Ji* 



V V 



* '' 



V 
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« = «' n:=zn' 



= ;— lim 



S ""^(S-^^ii)-^ 2 «=°{S-(^'-^'>i^ 



«= » 11 = • 

-T^l lang — >-+-2Sin— r > ^ h2sin-y > 

^1 n^, COS— r^" COS n = o COSia/lH-l) COS— 7 

L top '2p to' 



. . TT-z r I „_, 

2711 sin —r I - "-* 

— ^ — ^—+5 

to £" I TTZ ^ nr . 

" I I-+-COS— 7 n=oCOS »-( — I 



h( — l)"C0S-7 

~ ^ to 



d'oii 



f*i(«) = 



— r-^\ — "—^y — ■ — 

" I i-4-sin— 7 ii=ocos 1-(— i)"sin— r I 



17, Diveloppement de X|(5;). — Soit consider^e la fonction impaire 
X, (— -h zj? dont les infiDis sont donnes par 



to , . w 

l--8=(2/lH-l) h /Ito, 

2 '2 



de sorte que rexpression generate en est 

^=:mto'-4-nto. 
Si Ton fait js = mo)' -h /i w -h z', il vient 



KT-')='-r>.(^ -•■)=(-)- =^ 



) 



et pour le r^sidu 






Soit UQ contour semblable aux precedents, passanl aux points 
z = — . /i'a>, j5 = /I'o), et aux points z = — m'o)', z = m'o)' ; nous au- 
rons 



m ^ m' n=:nf 



\2 / rg^ ^ ^J z— mto'— uto 



m = — m' n = — n' 



1 



i'va. T^ksr^^ 



^^- \ ^,.v 



ti,^ 



■iTI 






• *5' 




ijsa 



'rj«.« iTs — T«* 







par smjbi 



^-' — . . _ Y^ 






I — 



r tt^ 



« 2 



_v 



^ • 



-J L 



Tt 



— Oft i eaiMr* 



X r » X ^^ ^^^ 



« _ — ^ T-:^ 



-\ 
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^••(t-^^)=-f5^.'''" S 



7:2 wr 

/i=-n'Sin (— r 

&) p 



O \ cm ^^ 



"-• dsm— 7COS — 

&/ p 



/it: 2773 

sin— 7 ;^, C0S2 cos — r 

Gj' p 0)' 

8. . 77-5 / I fit: 

TTISin— 7-/ - " = • COS — 

($y I 2 V' p 



k* (A* g \ 27:2 ^ 2/i7r 27r2 

" ^ I —COS — f- 11 = COS COS T 



1 



0) 6) 




et de la 



7riC0S-^ / - 1:::^ COS — 

p 






2/l7r 2713 

1 -h COS — 7- 11 = COS h COS — 7 

w p w' 

4 77 Z I" /ITT 

TTICOS— rl " = • COS — 

w' I I V^ p 



*'"'ff 



2C0S'— 7 ,=»COS — rH ICOSl p "I 1 




IV. 

Developpement en fonctions circulaires. 

19. Soit consideree la foDCtion impaire vj— -f-JsV Si Ton prend 

pour variable t = e ** , il correspondra k une valeur de z une seule va- 
lour de t, et k une valeur de t des valours de z ayant pour expression 
geuerale 

les valeurs correspondantes de V| (^ + ^] sont les mfimes. En cons^- 
quence, V| (— -f- z\ est une fonction monodrome de t. 

Annales de VEcole Xormale, a* S^rie. Tome IV. 5 1 
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Cette foDCtion a des infinis dont Texpression est 



Z =: (2m —1)0} -h n - 



Elle sera done d'un module fioi pour tout point situe a Tinterieur de 
la bande limitee aux droites menees par les points 2'= (am — i)a>', 
2"= (2/n + i)w' parallelement au c6tea) du parallelogramme elemen- 
taire (co, 2 co'). Pour une valeur de / correspondante, il y aura ainsi une 

valeur finie de la fonclion et une seule, de sorte que V| (— -h z\ est, 

dans Tetendue que comprennent les deux droites, une fonction mono- 
drome et finie de t. £lle y est done deveioppable en une serie proce- 
dant suivantles puissances croissantes et decroissantes de t. 

Le champ des valeurs correspondantes de t est d*ailleurs une cou- 

ronne circulaire, ce qu'il est aise de voir. Lorsque z s'accroit de -» la 

fonction v< (~ -h z\ change de signe, / le fait aussi : d'apres quoi la 

fonction change de signe en meme temps que t^ sans que z sorte d*une 
meme bande, sans que le developpement change de forme; elle est 
done une fonction impaire de t. 
PrenonSy au lieu d'une bande quelconque, celle qui repond ^ m = 0, 

Fig. I. 



limitee aux droites GG', HH' {fig. i ) qui passent par les points 2 = — w', 
z = w'. La valeur de js y sera susceptible de changer de signe. Or, t se 

changeant par la en j ou e ** en a " , et v, ( — -f- :;J changeant dc 
signe aussi, il s'ensuit que dans le developpement les coefficients des 
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puissahces ascendantes sont respectivement egaux et de signes con- 
traires a ceux des puissances descendantes, c'est-a-dire qu*on a, pour la 
bande dont il s'agit, 

IJ — flO 

(. I \ «— ^ r , > 7r.zi , . 21C<|"1 



n = o 



(, 7^ s 



Si Ton muUipIie par e ** tons les termes de cette ^galit^, puis 

par dz et qu'on integre de 2 = a, en ligne droite par exemple, jusqu'^ 
z = a-h t»>f\e point z = a ^tant dans la bande que nous considerons, 
il ne resle au second membre que 



— I Afdz = — A^w. 

On a done 

Pour rintegration, nous pouvons remplacer le segment aa' de lon- 
gueur Gt) par UQ parallelogramme ou ce segment soit un cdte, Toppose 
PP' passe au point z = 2p'(»i\ et ou les deux autres soient paralleles 
k (t>\ pourvu que /3j3' soit suppose infinimentloin, du cote de (a\ si le 
module de^q = e^^^^ est < i , ou p" > o dans p =p' -{- p"i, et du cote 

de — 0)' dans le cas contraire. Les valeurs de v, ( — h z\ 6tant les 

memes quand z s'accroit de o), les Elements de I'integrale se detruiront 
sur les cotes a']3', |3a; de plus, si Ton pose z = 2p'(^' -^-z', on a 

(afj-+-i) (a/>-n)a«a;/'p/ (y p -i- 1) {ip+i)%p' (a/»-M) 

e '^ =e e ^ z= q e **, 

de sorte que le module deq^^^-^^^^f^^p 6tant > o, tend vers zero, quand/>' 
va vers +00 , si le module de j^ est < i, et quand p' tend vers —00 , 
si le module de 9 est > i. L'int^grale suivant acx! est done la limite de 
celle qu*on obtient en parcourant le contour du parallelogramme. Cette 

derni^re pent s'obtenir au moyen des infinis de v, f— + ^J qui sont 

5i. 



f% 
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renfermees dans le contour. Ces infinis soot sur deux lignes. Suppo- 
soDsle module de ^ < i : nous pouvons supposcr a tel que les infinis 
soient donnes^ les uns par z=(27w — i)w', m recevant les valeurs 

o, ly 2y39...,les autresdoonesparz = (2m— i) w'-h -pour les memes 

valeurs de m. Dans le passage des premiers aux seconds, les valeurs 

(f \ a* .si , 

— -h z j changent designe, ainsi que cellesdu facteure - ' ' ; 

les residus sont les memes. 

En posant z = [am — i) «' 4- a', on trouve 

V, ( V'z\e - rfzi=:v, ( \-z'\e L -J 



et pour le residu 



^ efv+ •)(*«•- »)2«pO — ^ (i(v+«)(»-«). 



ou pour rint^grale aulour du point 

et de la 
puis 

tant que le point z est entre GG^ et HH', le module de q etant < 1 . 
Si Ton remplace z + ^ par z, il vient, pour les valeurs de z com- 
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w' 



prises enire les droites de direclion w mences aux points z = » 

36)' 

z = J 

2 

ou sous une autre forme 

v,(2)r=-y \ — 2 — sm 2p-|-li irp)' 



Pour la bande comprise entre les droites qui determinent les points 
z = (4/w — i)~,z= (4/^4- 3) — ) z doit seremplacer, danscette for- 



mule, par J5 — a/ww', ce qui donne 



, , i67ri V 9''"^' • / . \ r^^^ // . N 1 



p = o 



Remarque. — Pour une bande s*etendant de js = a z = --? 

^ 2 2 



on aura 



o = o 

qp sin (2/> +') f^ + -pj J i 

d'oii 



. P^ " 



0=0 



puis 
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20. Developpement de /x, z. — CoDsiderons la ronction impain* 
a, (^ -+- c ji qui a pour infinis 

de sorte qu'elle ne presente aucun infini dans la bande limit^e aux 
droites de direction u menees par les points z = \iTn—\)'M\ 

Soit d'abord m = o; la bande correspondante GG'HH' s'etend de 
z = — fj}' it z = o. 
On aura 

r = 



p=- 
o\\ 



^'(i^')= S *'"'''" 






d'oii 



/-; 



I u. ^ 1- s I e " rfz = M A, et / u, I \- z\azz= wA,, 

le point a se prenant a volontc a Tinterieur de la bande GG'HH' {^g. 3) 

Fig. ». 

Pr ;?' 



I 
I 
t 



t I 

* f I 

I I 

I : I 

I 
f 

-it--^ 4 H— ^ 



a 



H / / / " 

• * n/ ^ • 

-to a'—lh d' *^ 



I.' 

/ 
I 



Supposons en premier Vienp < o. Soit encore le module de 9<i . 
l/integration suivant aa' pourra se remplacer par une integration sur 
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le contour d'un parallelogramme ayant pour cot^s aaS deux paralleles 
a Oco' et une droite |3|3' se prcnant du cote de co' indefiniment loin. Les 
infinis compris dans ce contour pourront repondre ^ m = i, 2, 3»..., 

pour z = (2 m -- 1 ) w' et a m = o, 1,2,..., pour z = m 2 &>' 4 Eva- 

luons les integrates qui s'y rapportent. Si Ton pose 

z = (am — i)&3'-f- 2', 
il vient 



— \- z\e ^ dz-z^iA \-z'\e 



2 It z'i 



I 6)' \ -/ (aw- -P 



w ^•^ 



rfz' 



>r s'i 






d'oii, pour I'integrale parlielle, 






ct pour la somme des integrales 






m — t 



gr ^ gr ,-^-V 



En prenant z = 2m w' h h s', on a 






— 1 — ]ui( 2' ). --/'>'=»»"»? -/' 



a««W 



d'oii, pour rintegrale, 



, — I — \i.\Z) • -»P'" -/■ — — - J , 



t:i^Cl'4.. 



4o8 
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ct pour la somnie 










1 


I 


r* 


Par suilc 


4- -,y-^f 
' i.^ t-q-y 





c'esu au cas de p impair, 
el au cas de/»pair. 



ou. daas Idus les cas* 



4- » 
. — — — » 



*^ar « f~' 



Soil, en second lieu, /> > o, le modale de f < i. Alors £S' est a 
pT^endne do cote de — !» « desorte que poor s = ast ^ i ^ lesTalevrs 
deiNSonlo, — !• — ^^•••elpour5 = 2Jw^' dies soal m = — i, — a, — 
Mais les iBie^ralioBS anloor des iafinis s*opemt la en sens coatnirr 
de etlles ^i eo aceiaea t les eirtwastanees p r eopdcate&. il t a vn ckan- 
desi^ve afufv: les resnitats soil doBc, d*«Be part. 






de Tasire 



4^ .,_«^_i5 _.^_f^ 



? S i-f" 



42 i4l 



A, — -— — ^ ^r ^ 

ir.^ i~f* *^ = f^ '■^ =~ — f 
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De la 









/'=« 
/'=« 



A. -f- -^— > i — -' ^ cosp h I ^ sino 



/»=! 

/»=« 



/» = « 



II nous reste a trouver la valeur de 



0) 



^'=n"i^'(^i+')<i'- 



Considerons pour cela un paralUlogramme ayaDt aaf pour c6te el 

Torigine pour centre. Comme la fonclion [i^ (— -h z\ = i 'T^ 

est impaire, ses valours seront ^gales et de signes contraires aux points 
symetriques Tun de Tautre sur les cot^s aa', a^a\ opposes; par suite 
rint^grale le long du contour sera 






r \.i^^-^z)dz. 



Le parallelogramme ne contient qu'uD infini, par exemple - • Or, en 



posant c = f -f- s', on a 



\a 2- y J i{z') g g 
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4io 
Dooc 

f 



•^ « 



H. 


LEXOSlflER. 




• 


(^ 

2 


-f- 3 j dz = 






A.= 


2r 




■ ZZ X 








\\_ 


.4 




— 1 



a. I Hr = — ' I -4-a > ( — 1/ COSP 1 -, — ^sinp ;» 



/ -I 



et de la 



pour la bande qui s^etend entrc le point z = et le point ^ = — ^ 

•puis 



uj 1)t=. I 14-2 



'|'(-./(cosp[^-(4m + .)np]-/i^{^sinp[^'-{4m-K.)rp])j 



quand la bande va du point z = (4/7i — i) — an point (4^ + i) — 

21. Diveloppement de X| (z). — Soit la fonction X,(s) = — — 77-^^^ — 5 

elle est paire et a pour infinis z = {2m + 1) ~ + nta, de sorle qu'elle 

est de valeur finie pour tous les points situes a Tinterieur de la bande 
qui est limilee aux droites de direction a> menees par les points 

2=(2m--l)— » JS=(2/7I-+-l)— • 

Gonsiderons d*abord la bande pour laquelle m = o» allant du point 



0) . . M 



« = au point z = — • On y aura 



^^-^ / ««ci jitsi 



,{2)=\a,\/ - h-c '' - ; + A.; 



pml 
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d'oii 

La derDi^re integrate peut s'evaluer par les infinis que donne 
z = (2/71 -H I ) ~» /n allant de zero a rinfini, si le module de y est < i . 
On trouve ainsi 






D'autre part, si Ton considere le parallelogramme dtxla^d^^ ou le 



Fig. 3. 






II 



n 




I 
I 



f—*—H- 



I 
I 



.J (0 

a' 



— ^^ / " C 



7 

cdt^ a'ai de longueur co' est parallele k Ocl)^ la fonction X|(2) chan- 
geant de signe, quand z varie de »% Tintegrale suivant le contour de 

X| {z)dz. Comme il nes'y trouve qu'un 
infini, z = —, et que par z = — h «' on a 

il s'ensuit 
Done il vient 

A« = t; > 

52. 
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et ainsi 



r = 



^•'^) = x^ •'"^Stt?""'''"" 



Par le changement de z en z + -i on a dans la meme bande 

»-^4 > ( — 1/ -^1 — -cosp •, 



d*oii 



V(Z)= " -»- 4 y — T— 5i C0S2/> 

L /• = « 



2-a 



1 /»=• 






formules connues (Traile deMM. Briot et Bouquet, n~ 156, 157). 

6)' 6>' 

Pour la bande comprise entreles points 2 = (am — i)— > (amn- i; — » 
Texpression de X,(2) sera 



D£V£L0PPEMENTS DES FONCTIONS 0.(2}, ci,(z), s,». 

V. 

Developpements en produits de facteurs. 

22. Nous avoDs troav^, en supposant positif le coefficient de i dans 
Texpression de /?, 

.«i"=- sin|(4n-3)jrp-^l sinf (4n- t)^?^ ^J 

v.w=e- n— r- ,, ^^r.z\—r-^ ^ — jTri' 

« = , Sin (4/1— 3)-pH I sin (4n— i)7rp 
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nous avons obtenu, d'autre pari, 



/|i3 



f^i («) = 



lang 



lang 



(?-?)"="'^"«[('^" 






[«"*"1?-I^] 



(? +?) - -6[(4'.-.)?-"^J .n»[,4».^.)3 +n] 



On en deduit 



SC 21 



COS' 



u:.{z):= e 



-^ 1 cosM3-i- _| ) C0SM5— ^ sm Un—i no H ~ 



• • • lim 



-(?-?) -•('?- V) -■(=?-") s>n[,4-.-.),:p-Hij' 



tl'ou 



»^S( 



cj, {z) = e 



Jr.o 



COS* f — 



— 1 J=* COS* (4i — 0~ 

"In ^^ -^ 



"^]c-;[(4»+.)?-^] 



— ) r«=i COS 



•[(4.-0!?-^]=«s.[(4.-..)?*IJ] 



=r e 



>iczi cosM ~ '» = ?| 

C0S'(^P4-^):nV; 
\ 2 W /j 



sinrrpsin 



2Tr3 



I-h 



(k) 



COS 



(4n - 1) ^ -^jcos [^(4/1 -f-i) 



'a 

I 



2sin7rpsin 



27rz 



cos'(-Ph ) "=■ I <^os{ l-7rpj + cos4/»7rp 



Au moyen de TexpressioD de ).,(2), 



X{z) 



.«=-cotr(2n + i)^-— lcoir(2i» + i)^-i-Hl 
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on obticDt ensuile 



,,, - tang»[(4n-)f->-g] — tan g{(4n 4-.)f - ^J 
'■^*'.=. tang'(4n-.)f »=. uiDg'(4«+0? 



., »=«l sin — 



r TT < '-^ F i 

„=o / cosl(4/i-i)~ + — Jsin(4/i.-i)^l 



" = *« sm — 



xn - 



*I = I 



cos[(4n+.)f-^Jsin(4«4-.)fi 



. t:z 
,. "=fli asm — 

At x-t 1 &> 



r 



ii:=o 



sin I (4« — I ) Trp -f- ^J - sin ^ j 



nl w» f 



. itz 
«=• I 2sin — 

6) 



11=0 



sin (4A + «)irp — — -'.-sin— I 



el 






X 



'•=-(sinr(4«-'i)7rp-^lH.sln— sinr(4n4-i)7rp+I^l~sin— i' 

TX 1 L ^_J ^ L 6) j 6) f 

„=,jsin[(4n-i)7rp4-^]H-sin^slnr(4n-hi)irp-^l-siDi^ 



e^ s*appuyant sur ce que 



©,(i)= 



C3, (») Wt (Z) 
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23. AiUres ddveloppements. — On trouve d'une maniere semblable 



et 



m^(z) 




CT,{z) =;: ——r sm* 7 -J — 

i-f- fr \4 20)7 „- 



"^^^ / Sin— 7 

jT h — ^ 

11=1 \ COS - 



7.p 



'*-.• I sm— r I 

n I ' (2/i-i)7r I 










VI. 

DSvehppements en sommes de fractions. 

24. Soit consideree la fonction 
C€st UDO foDCtioQ impaire qui n'a que des infiais triples donnas par 



4l(> H. LEMOnNIER. 

Elleest d'une valeur fiDie surltout le contour du parallelogram me qui 
s^etend de 

z = — />'&} a 2 =//w el de z ~ — g'a&Z hi z = g'aw'. 

Les infiois compris dans le parallelogram me repondront a 

p =: — p\ — /?' H- 1 , . . . , p' — I el h q = — q', — y' -f- 1 , . . . , ?' — i . 

• » 

La formule de Cauchy appliqu^e a la fonction est ainsi 

ftn- V. . <^^\-r '^'V^"^'^) - Z^'' c [i-y(z)]Mz) 

J[i)^m,yi-^-^j-^^ /-^ - ^ k 0[i^u(z)][fjL{z)-^y(z)];j^z)' 



Posonss= {2p -Hi) - H- {2q -f-i) w'-f- s'; il viendra 



n^'^ST^ 



y^ P [i-+- v(z')lX(V) 



Comme on a 



. -f.v(.')=.-i^^v' 4.^ (.-f-^:) .-+..., 



et 



r/~(2;i-hi)^-(2g-hi)(k)'-2'l * 



/ — (2y?-f- 






MEMOIRES SOB LES FONCTIOKS ELtlPTIQUES, ETC. 4>7 

il s'ensuit 

=--lV * 



[^/-(2/? + i)^-(2g+i)w'r 



7=V'-' P=P'-' 



^__£ V" V 2 



7 = -?' P 



/»' et q' allant a + oo , d'ou 



7=7"- 1 p=ff-i 



^ v=-7' '^=^'''1"^; (2g-f-l)27rp— (2/?H-l)7rJ 



Cela pose» si Tod prend 



^ ' 14-COSZ ^ ^ ' (l-f-COS«)* 



on aura 

sin^ 



,'(0=^li±i2!£i:, 



les infinis etant triples, z= [t^p -\-\)n, Ae sorte que 



3'» 



1.2.3 



\I .2 I .2.3.4 * " / 

__r4^(j! I I ( ' 

^z'\i.'6 '3.2 [/— (2;?-hi)7r]M ' — •.. 



^ 2j [/-(2;?-f-i)7rp 
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r'eat-k-flire qu'on a 






^ ^ Z* :- — (^P-^O-J* 






D'apres quoi 

, / ^^' ibTT* ,. ^ L --> ^ ^ J 

^^[^ -" = 7 — ; — 'in™ > F f "T^^ 

^ ,7 ^,rr I -K cos ( -j^ 2/7-^r)27rpj 

^'^ \q=x\ i-HCOs(^^— -xq—i 2OTJ ;~ri-KC0»|^^-^-(2^— r)27nxj n 

et de la 



,( ■=.:n ,/ = a 

— — A, 






I ^=, cos-j — — (2g — r)7rp| ^ = rCOS^I — -(2^— r Ttp J | 



on 

7 = 



Arsr. ZH = -k^^^-77 \ F =r-^ f =f(-»-'^w 



d'oii 






^ 

1 









coa^r^-hf— r)f(2g-hi)I^J 



MEMOIRES SUR LES FONCTIOJVS ELLIPTIQUES, ETC. 4^9 

25. Developpements de ^^(z). — Considerons la fonction 



(ill) 






Les infinis sont triples, ayant pour expression 



Z=:(7,p-\-\) h 2^6)'; 



la fonction est impaire, d'une valeur finie sur le contour du parallelo- 
gramme qui s'etend de 

z -~p'($) h zr^p'u el de -3 = — (25'— -i)&>' a -z = (ag' — O^^'j 
et les infinis compris dans ce parallelogramme repondent a 

p = O, 1 , 2, . . . , /?' — I , —1,-2,...,—/?' 

et a 

g = 0, I, 2,. . ., g' — I, puis — I, — - 2,. . ., — (7' — 1). 

La formule de Cauchy donnant 



si I'on y fait z = {2p -f- 1) - -I- 2 jrw' -»- z', devient 



*- ^ ^■"■'^^ ^ ^ '•' /— (2^-hi) agw — 



7 = 7' -I p=p'—t 

4 r I 2 8 ,. 






53. 



^^l 



t la 



* ^^-- 



im 



-=— ^— »=— y 



*r=-r - 



"n-T- 



iin 



r=:— jr — 



•m r-r 3.-:=: 



— *i^ zg i-n 



n- • 



r r~i^ 



f _ 



*■-=■ 



z.tzr=i 



9 



tc £s 



* 9^ ^ 



^l 1 S 



— afsrrs 



X T 



3 X 







#= 



x*r 



V 






3 -"sci; 



^ ULl 



* * 



x^ — > X 



r- 



x*r 



— %. 



H —I -= -15^' — — :r4- -=r , 



-^ 



M^MOIRES SUB LES FONCTIONS ELLIPTIQUES, ETC. /|2[ 

ct par suite 
ce qui exige 

A, -+- A,=: I, 

et Ton a ainsi 



Z -h 0)' ) = I . 



/rcj, ( 3H ) ■+- k'xsAz H h w' j = I ou kisi(z) -i-A'cjaC 

26. Developpements de rs^[z). — Soil la fonction 

. ^ .( ^m'\ . '^^(^■^t) k la[z) + v,z)'\Mz) 

qui est impaire, a ses infinis triples s'exprimant par 

z = p($) -h 7.qu}\ 
est d'un module fmi sur le contour du parallelogramme qui s'etend de 

z :=—/?'&) a z = /;'w-f-- el de z = — a^'w' — w' a 2 = ag'co' -h r.)', 

les infinis contenus dans le parallelogramme repondant a 

? = —?', — 9'-M,..-, 7'—^ ?> 
et a 

p=z—p\ —^'4-1,..., />'—!, /. 

En posant J3 =/ic«) -f- 'i^i)' 4- s', on a, par la formule de Cauchy, 

^.M ^ r >(^^) + v(^^)]M^O L 



y = 7 A' = P 

'g' ^ ^ (/— ^w — ajea'j* 



422 B. LEM05S1E& 



de ><»rte que 



/. .- ^'(.^1LJ=_ 






Or ii est aise de voir que 



COS 



sin'2 ^ (« — />•/ 

d'oii 

• __ ^ » 

f=f cos ('-^ — 207:0] 

On a tionc 

, , ... « = '■ acosl — — aars) 
kk'rsfAz- = -i— - hm > y r^ 






il'ou 



I.k'vs,{z-^ '—]=— ■— > 7 ! r+Ai 

2 / fir'w* ^ . , Ir.z \ 

^ ~^» I t;^ ^ Z T v/r^ \ "^ . iT.z \ I "*■ -*'• 

/s.n'— , = .sin'(^--2,rpj sin'(^— + 2,rpj | 



et (le la 







.^ ^ 
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II y a lieu de remarquer que 



hh 



'Cjj Z H 1 w' ) =r /r» -^ 

\ 2 2 / I 



z) — [i(z) 






— —JlELVI ! L 

"""" fi^^w* Zj I ,r^^ / X 1 ,1^:2 , 1 

7 = ilC0SM (2J--l)7rp COS* 1-(2^ —1)776 

II s'ensuit que 

kxsx iz -h — j 4- A'/r'cj, f -2 -h~ H- - -f-w' j = A,-h As 
ou bien 

i—li.[z) i-hv(«) 



-f- A«. 



• • 



ce qui exi(i;e 

A, -+- A, = /f', 

de sorte que 

CJilz -*- — ) -hA^CTjf 3 -+- — 4- - 4-0)'j rr:A' 
OU 

cj,(z) -f- /r'iija(2) =A* el A,-+-A, = /r'. 
On a egalement 

k'miiz H-^^ — 0)') — A-A-'dsf 2 -h — -h ~ — w'l 

ce qui a lieu par 

A,— A3 = i — Ar% 

resultat qui s'accorde bien avec les deux relations 

A,-|- A, = i, A.-f- A3 = Ar'. 

En faisantz = odans le developpement de krs^ iz h — u on obtient 

Stt' - 






f = o 



• 



-* 



f\'2\ n. LEMOXMER. 

Pur z = o dans TexpressioQ de ts^- zj^ on a 

^ /?• sinH2?-4-i)~ 
d'uii 






Si Ton fail z = o dans i*cr, (z), on trouve 

4^* 



A.=*-i^y — ^ — 

^ o^o COS*(2<J-f-l)-^ 



» 



On a 


done 














A. 





ar» 


^^ TTp 

iy=oSin'(25-i-i) — 


I 




C0S'(2^ -+-l) — 











1 


I 
sin'(2f -hi)-^ cos»(25 4-i)^ 









8s' 


1 


I 





27. En egalant cette valeur a la premiere, il vient 

^ I I 

Jirp 



h' = ^S ' L_ 



87:' V C0S(2^ -|-l)27rp 



w'g' ^ cos'(29 -i-i)7rpsin*(25-i-i)7rp 
7 = • 

327:' ^ C0S(2J -*-i)27:p 



__ 327:' ^ cos( 



(»2grJ ^ sin'(2f -f-i)2rp 
7 = 



MEMOIRES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES, ETC. 4^5 

En egalant deux valeurs precedentes de Ao on a encore 



27r^ ^ I I 

W*ff^ ^ ,, ,770 . ,, . TTp 

_ 2 7r' ^ cos(2y-n)7rp 

"'^','^. sin'(aj+.)Iiecos'(2,+,)^ 

2 ^ 

^ = ao 

_ Stt' V^ cos(2g-f i) 7rp 
(^^g* Zd sin*(2j-+-i)'7rp' 



de sorle que 



= o 






7 = 

sin»(2j-M)27rp 



7 = «o 
^ C0S(2g -4-l)27rp 



C0S(2f -M)7rp 

Sin»(2J H-lJTTp 



2 



Si Ton fait ^3 = 0, dans la formula qui donne fXi [~ + z\ (15), en ob- 
servant que la limite de — ^ ^ est 1-7^9 on trouve 



sin 

0) 



i'^ Zd cosm27rp-l-( — if I 

— ^^ f' ^'^ 1 1 1 . 

a)»g^» I 2 Zd cos'amTrp sin'(2m — i)7rp I' 



c*cst la relation 




I =:A, -4-A„ 




en raison de ce que 










A.= 


q = ta 

(A^g* Zd sin'(a 
17s 


I 

\q -hi)7rp 
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et de ce que par z = o, dans rexpression de to^ Iz -h — | > 00 obtieot 



,:-. ' "- 






«7 = i 



28. Autres dSveloppements . — La formuie 






pouvant se changer en 

I ^'>'\ 47^ .._. ^ ^ 

5T. ■ 



'•H7)=-4^"'" S i Fi~~ b^, TT-' 

■i^'^Thf^wj'"" 2 j FT— f?lT.' 



^ ' ^ p^^p' JlH-COS 

on a 



/ ^\ _ ' — »(3) _ 4 - tc' ^ I I 



d'oii, par z = o, 

k' = 



De meme, la formula 

p=p^-i q = q'-i 

*'<-^ =1"" 2 2 rr-i^ — 1 



MEMOIRES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES, ETC. 4^7 

(lonnant 

/ fv _n /'%£,"' COS -, — (2P^-l)7- 
/I'cj'I^H ) = --— -lim > — Yz =^ 



on a 









d'oii, par s = o, 



//= X 



. r ___ 27r» ^ I 



(='^+')4p 



Puis la formule 

p=p' 7^7' 

2 

2^0)')* 






donne 

p=p' cos 



'^ ^ \2&)' '^ 2p/ 



et de la 

v-p' 



'btj(z H- — )= A', r-7;lim \ 7-- . 

\ 3 ; gr'w" Zrf , sin, /!LL « n iL\ 



= a; - - 



TT' r I ''y* ! ! 1 

I sin» — 7 p=,sinM — 7 — Z'— sinM — ; + /?—) I 



d'ou 
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V- = 



ilZLV 



r*»- 






^' It 



L - ^ -.V X. r ^ 5 =77 =^ =i,- 



iii i^mnr 









\n 












ii 









J = « 



-''=*-i^'I 









-V'.t^k —1^, — ^ y 






»-«*- v^' 5: 




MEMOIRES 3UR LES FOWCTIONS ELLIPTIQOES, ETC. 4^9 

on 



^ P=oSin»(2;?-+-i)5-; 



11 cn resulte 

_2/^=JlL V__J ! 

. /' = *C0S(2p+l)7- 



^ p = o sin' 



TT 



(le sorte que 



^oSinM^/^-hi)^ 



/»=• cosfap -hi) — 

;^=4^ If 

/' = - C0S(3/>-H)j^ 

^uSin'(a/?-+-i)j- 



VII. 
Ddveloppements en fonctiom circukures. 

29. Developpement de rs^[z). — Prenoos 

/&)' \ i-v(z) 



/^(«)] 



Les infiois de cette fonction soot donoes par 



z=:(2n -hi) --h(«m — i)w'. 



II n'y en a aucun dans la bande comprise entre deux droites de di- 
rection (o{fig. 5) passant aux points z = {2m — i)oi>', z=r (2m + i)s)', 



43o H. LEMONrflER. 

La bande repondant a m = o s'etend de js = — w' i 5 = co'; la variable 
y est susceptible de valeurs egales et de signes contraires. Comme la 



Fi(j. /|. 



fonction est paire, elle s'y d^veloppera en 



^-.z)=A.-f-|;A,(e^-^-He-''H 



et Ton aura 



cy, (^H je •• rfz el wA, = / cj, fzH J rfz. 

Pour wAp rintegration suivant aa', si le module de q =e^'^^^ est 
moindre que i, peut se remplacer par les integrations relatives aux 
points que donne 

zz=i — i-(2/n — i) w', 
2 

en attribuanta m les valeurs 1, 2, 3,.... 

Or, par z = - -+- ( 3 m — 1 ) w' -h js', on a 



^ 



MEMOIRES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES, ETC. " [\isi 

d'oii 
et 

in =. » 
m = I 

D'autre part, si Ton consid^re un parallelogramme aoda^ci^ oil le 
cdte ol'ol^ parallele k Oo)' soit de longueur co', il n'y aura aucun infini a 
I'lnt^rieur ou il s'en trouvera un pour lequel le residu sera nul; Tinte- 
grale le long deson contour sera done nulle, et comme les elements se 
detruisent sur les paralleles k o)', il en sera de meme sur les deux au- 
tres. On a en consequence 



I mAz-K \dz=l cy, (z-f-w'H \ dz 






Done 






x^(^)^ 



et ainsi 









pour la bande qui s'etend de z = — w' k 2 = (k)'. 
De 1^ 

;i = 1 

pour la bande qui s'etend de — — a z = — ^? et pour la bande allant 



/iSa 



6)', 



H. LEMONNIER. 



&> 



(le z = {^m — i) — a z = (4^ -h3)— > 



(l*aiileurs a peut la etre d'une valeur quelconque. 
30. Ddvebppement de rs^{z). — Gonsid^rons 



\ ^1 F-i 



CJa Z -h 



-[Ji(z) 



z) -hv{z) 



Lesinfiois de la fonction, qui sont doubles, out pour expression 



z = W(ir) H h amck) . 

2 



II n'v en a aucun h Tinterieur de la bande GG'HH', GG' {^g. 5 ) pas- 



Fig. 5. 




sant au point z=: — aco' et HH' au point z = o; on aura dans cette 
bande 



('-t)=I *' 



test 



Wt[Z -h 



p = -« 



d'ou 



ot 
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Soit/? <o. Alors rintegration se fera par les infinis (mod. jr <i) qui 
donne 2 = ~ + a/nw', en prenant /n = o, i, 2, 3,.... En posant 

z = — h amw' -h 2', on obtient 



3 

aicsj 



cy. 



{.^^)e-^-^d.=-k'i-.y^^'^[.-P^-^-){.-i^-...) 






1. 


%dz' 


2 



d'oii pour rintegrale 
puis 

Soit en second lieu /? > o. Alors le module de q etant < i» il faudra 
prendre les infinis qui r^pondent a /n= — i, —2,... et, les integra- 
tions se faisant en sens contraire des precedentes, il s'ensuivra 






de sorte que 



Lp=» P=-i J 






=*>jwS'-'' 
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tj- c ■* • •-'X 



—.-a I .j 



^ I \ -^ z:\'^ 

1 ' I X zr. — 'M X x; x: — * j^ 1 






jiiZZ*iz. ,, . I — /f.a — xiXy« 

ULZTt^-M Zu ' fW'hr'Zu 



" X 



A r I 'ir: 



tone 



•« X 



:'4srH^-^fire i|iie* pour lai bamie <{iii va (in peint x = — jrj* ^ x=: », 



— -X =- — ,-r-/ .- 7 > — tfp{ ^i'^tlMr 1 



:3r« . i» 



♦5t p«>fir !a bande ipii va ie x=: a x = 

r .** *■* *ix itiTT" V" r^ — '9^ ^-^ 

— f sinir • ^^^^ — -3 I t 

— +«— i;:3 L 



t: 



penr la bande carapriae ie - = imr^ ^ i x=: sjmj* — 



i 




M^MOIRES SUR LES FONCTIOJTS ELLIPTIQUES, ETC. 4^5 

31. Ddvehppement de fs^[z). — Soil 



(-t)=-f'^ 



V z) 



Les infinis de cette fonctioD ODt pour expression 

z = nw -4- 2/110)'. 

Considerons la bande qui s^etend de — 200' k z6ro. On aura dans celte 
bande 

n= OB 

z + ^j= 2 A,/ -, 

d'oii 



(aAp= I cy,(«H 1« •* az, a)A,= I WalsH ) «2. 

Soitp<o. L'integration se fera par les infinis qui repondent a 
m = o, I, 2,..., et Ton trouve 

. 161:^ p I 

le niodule de q etant < 1 . 

Soit p > o. Alors les infinis k prendre repondent k/n = — i, — 2,..., 
et, eu egard au sens contraire des integrations, on a 

de sorte que 

/» = • a ''•■SI _ a g ri 



1)"^'^ kk't>^'g^ Z^ 



I— 5 V 



iir ^Stt' V I^-^Q^^ 2772 . . 27rz\ 
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On a d'autre part 

X*"*"" / a)'\ /»«+« / m' \ 

fs,lz-i — \dz=j njj(zH h(>>'\dz 



X,(z) 



3 &j' &)' 

Pour la bande qui s'etend dez = k js = — j on aura 



^^^"P^frF^X 









0)' 6)' 

et pourcelle qui va dez = {^m — 3) — kz= (4/w-i-i)— i 



'«-^" rf2 



M'O) 


J. 


X'(z) 


i67r« 




i-f-gv 


A-A-'w^g 


1— g^** 



^S''It^*'**^''[^-^^'"-^')"p]-'''"^[^-(^'"-^'HI 



par suite 



ce qui ram^ne a la relation 

cjjW — Arrar, (an- -J =A'. 
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Les Irois constantes Ao» A'^, A',,, relatives aux developpeinents pr^c^ 
dents de ■a,{z), 0,(2), 0,(z), sont li^es par les relations 

A.Ar+A',A^=i, A,+ A',k' = k, A\-A;k = /c'. 

On connait (Traits de MM. Briot et Bouquet, liv. lY, n" 161) la for- 
mule 






2 



Elle donne 






et comme on a (Trait6 de MM. Briot et Bouquet, liv. IV, n° 131) 



n=«o / oin3 



Ioge,(z) = log— -f-Iogsin^^-4- > log I I r-T— ^ 



sin' 

Tip ■ 
n = r 



il s'ensuit 

A.= 6^,(0); 

puis la formule 



^'W=v/f: 




IM^ a» 



i-f-2 > (— ij^g^'cos-^ 



donnant 

»-.M=-'V^l<-)-'-(^") 



'^ ^ cos-^ > 

m = i 



on a 

m = I m = I 
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ERRATA. 



Page 145, ligne ao, au lieu dc <?r[log('^""^)r» ^-J^'^ ?,[ log (x — «)]". 

» ligne nij au lieu de f^, lisez <p,. 

» ligne a3, au lieu de [log [x — a jp, lisez [log ( x — a)]". 

Page 199, ligne 2, en remontant, au lieu de les OBufs 6taient tons contagionn^ en 
m^me temps que f^ond^, lisez les femelles mouraient rapidement remplies de vi- 
brions. 
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